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Zusammenfassung

Essentially Non-Oscillatory (ENO) Verfahren wurden zur numerischen Lösung von hyperbolischen
Erhaltungsgesetzen entwickelt. Die Diffusionsgleichung ist eine parabolische partielle Differential-
gleichung. In dieser Diplomarbeit werden ENO Verfahren zur numerischen Lösung der Diffusions-
gleichung verwendet. Weiters soll überprüft werden, ob die verwendeten Algorithmen für Courant-
zahlen k

h2 >
1
2 stabil sind.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Diffusionsgleichung ut −4u = 0 - auch bekannt als Wärmeleitungsgleichung - ist eine lineare
parabolische partielle Differentialgleichung. In Kapitel 2 wird die Diffusionsgleichung analytisch
untersucht (Anfangswertproblem, Mittelwerteigenschaft, Maximumsprinzip, Regularität, explizite
Lösung von ut − uxx = 0).

In den Kapiteln über numerische Verfahren zur Lösung der Diffusionsgleichung betrachten wir
nur den räumlich eindimensionalen Fall, also ut − uxx = 0.

Kapitel 3 handelt von Differenzenverfahren zur Lösung von Partiellen Differentialgleichungen (PDE).
Es werden die Konzepte konsistent, konvergent und stabil eingeführt. Wie diese drei Konzepte bei
linearen PDE zusammenhängen beschreibt der Laxsche Äquivalenzsatz. Weiters wird gezeigt, wie
man Differenzenverfahren für lineare PDE mit periodischen Randbedingungen auf Stabilität un-
tersucht (von Neumannsche Stabilitätsanalyse). Am Anfang des Kapitels werden zwei typische
Differenzenverfahren zur numerischen Lösung der Diffusionsgleichung vorgestellt. Damit werden
auch die eingeführten Begriffe veranschaulicht.

Essentially Non-Oscillatory Verfahren sind stark nichtlineare, hochauflösende Verfahren, die ent-
wickelt wurden um hyperbolische Erhaltungsgesetze zu lösen. Kapitel 4 gibt einen Überblick über
ENO und weighted ENO (WENO) Verfahren.

Zur Zeitdiskretisierung verwenden wir in Kapitel 2 das Euler (Vorwärts) Verfahren ut(xi) ≈
un+1

i −un
i

k . Kapitel 5 gibt eine kurze einführung in Runge Kutta Verfahren. Runge Kutta Verfah-
ren sind Einschrittverfahren. Zur Berechnung der Funktionswerte zum nächsten Zeitpunkt werden
Zwischenschritte eingeführt.

In Kapitel 6 werden ENO und WENO Verfahren aufbereitet um die Diffusiongleichung nume-
risch zu lösen. Weiters das Anfangswertproblem mit stetigen und unstegigen Anfangsbedingungen
mit den entwickelten Verfahren gelöst.

In Anhang A wird der Laxsche Äquivalenzsatz für lineare PDE bewiesen. Anhang B beinhal-
tet den Source Code des Fortran 90 Programms, welches für die numerischen Berechnungen in
Kapitel 6 verwendet wurde.
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Kapitel 2

Analysis der Diffusionsgleichung

In diesem Kapitel untersuchen wir die Diffusionsgleichung

ut − ∆u = 0 (2.1)

unter vorgegebenen Anfangs- und Randbedingungen. Sei t > 0 und x ∈ U , wobei U ⊂ R
n offen

ist. Die unbekannte Funktion ist u : Ū × [0,∞) → R, u = u(x, t). Der Laplaceoperator bezieht sich
auf die räumlichen Variablen x = (x1, x2, . . . xn) : ∆u =

∑n
i=1 uxixi

.

2.1 Physikalische Interpretation

Die Diffusionsgleichung - auch bekannt als Wärmeleitungsgleichung - beschreibt in typischen An-
wendungen die Zeitentwicklung einer Dichte u. Die Dichte beschreibt zum Beispiel die Wärme oder
eine chemische Konzentration. Sei V ⊂ U beliebig und ∂V glatt. Die Änderung der Gesamtmenge
in V ist gleich dem negativen Fluss durch ∂V :

d

dt

∫

V

u dx = −

∫

∂V

F · ndo

F ist die Flussdichte, n ist der Normalvektor auf ∂V . Bei genügender Glattheit von u erhält man
mit dem Satz von Gauß

ut = −divF (2.2)

weil V beliebig war. In vielen Situationen is F proportional zum Gradienten von u, zeigt aber in
die entgegengesetzte Richtung, weil der Fluss von Regionen höherer zu niedriger Konzentration
geht:

F = −aDu (a > 0)

wobei Du = (ux1
, . . . uxn

). Ersetzt man F in (2.2), so erhält man die Partielle Differentialgleichung
(PDE)

ut = a · div(Du) = a · ∆u

Für a = 1 erhält man die Diffusionsgleichung (2.1).

2.2 Fundamentallösung

Eine gute Strategie um partielle Differentialgleichungen zu untersuchen, ist das Betrachten von
expliziten Lösungen. Wenn die PDE linear ist erhält man daraus kompliziertere Lösungen.

Definition. Die Funktion

Φ(x, t) :=

{ 1
(4πt)n/2 e

−
|x|2

4t (x ∈ R
n, t > 0)

δ0 (x ∈ R
n, t = 0)

0 (x ∈ R
n, t < 0)
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löst die Diffusionsgleichung [1] und heißt Fundamentallösung der Diffusionsgleichung. δ0 ist die
Deltadistribution auf R

n mit Masse 1 im Ursprung.

Lemma (Integral der Fundamentallösung). Für jede Zeit t > 0 gilt

∫

Rn

Φ(x, t) dx = 1

Beweis. Wir berechnen
∫

Rn

Φ(x, t)dx =
1

(4πt)n/2

∫

Rn

e−
|x|2

4t dx

=
1

πn/2

∫

Rn

e−|z|2dz

=
1

πn/2

n
∏

i=1

∫ ∞

−∞

e−z
2
i dzi = 1

�

2.3 Anfangswertproblem

Wir benützen die Fundamentallösung Φ um eine Lösung des Anfangswertproblems für die Diffusi-
onsgleichung

{

ut −4u = 0 in R
n × [0,∞)

u = g auf R
n × {t = 0}

(2.3)

zu erhalten.

Die Funktion (x, t) 7→ Φ(x, t) löst die Diffusionsgleichung für (x, t) 6= (0, 0). Folglich ist auch
die Funktion (x, t) 7→ Φ(x − y, t) für jedes feste y ∈ R

n eine Lösung. Daher müsste auch die
Faltung

u(x, t) =

∫

Rn

Φ(x− y, t)g(y)dy

1

(4πt)
n/2

∫

Rn

e−
|x−y|2

4t g(y) dy (x ∈ R
n, t > 0) (2.4)

eine Lösung sein.

Satz 1.1 (Lösung des Anfangswertproblems). Sei g ∈ C(R) ∩ L∞(R) und u(x, t) sei wie
in (2.4). Dann gilt

(i) u ∈ C∞ (Rn × (0,∞)),
(ii) ut(x, t) −4u(x, t) = 0 (x ∈ R

n, t > 0),
(iii) lim (x,t)→(x0,0)

x∈Rn, t>0

u(x, t) = g(x0) für jeden Punkt x0 ∈ R
n.

Beweis. 1. Da die Funktion 1
tn/2 e

−
|x|2

4t unendlich oft differentierbar ist, mit gleichmäßig be-
schränkten Ableitungen für alle Ordnungen auf R

n × [δ,∞) für alle δ > 0, sehen wir dass u ∈
C∞(Rn × (0,∞)). Weiters ist

ut(x, t) −4u(x, t) =

∫

Rn

[(Φt −4xΦ)(x− y, t)]g(y)dy

= 0 (x ∈ R
n, t > 0),

weil Φ die Diffusionsgleichung löst.
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2. Sei x0 ∈ R
n fest und ε > 0. Wähle δ > 0 so, dass

| g(y) − g(x0) |< ε wenn | y − x0 |< δ, y ∈ R
n (2.5)

Wenn | x− x0 |< δ
2 ist, erhalten wir mit Hilfe des Lemmas

| u(x, t) − g(x0) | = |

∫

Rn

Φ(x− y, t)[g(y) − g(x0)]dy |

≤

∫

B(x0,δ)

Φ(x− y, t) | g(y) − g(x0) | dy

+

∫

Rn−B(x0,δ)

Φ(x− y, t) | g(y) − g(x0) | dy

=: I + J

Wegen (2.5) und dem Lemma gilt

I ≤ ε

∫

Rn

Φ(x− y, t)dy = ε

Weiters, wenn | x− x0 |≤ δ
2 und | y − x0 |≥ δ gilt

| y − x0 |≤| y − x | +
δ

2
≤| y − x | +

1

2
| y − x0 |

Also ist | y − x |≥ 1
2 | y − x0 | Daraus folgt

J ≤ 2‖g‖L∞

∫

Rn−B(x0,δ)

Φ(x− y, t)dy

≤
C

tn/2

∫

Rn−B(x0,δ)

e−
|x−y|2

4t dy

≤
C

tn/2

∫

Rn−B(x0,δ)

e−
|y−x0|2

16t dy

=
C

tn/2

∫ ∞

δ

e−
r2

16t rn−1dr → 0 wenn t→ 0+

Wenn also | x− x0 |< δ
2 und t > 0 genügend klein ist, dann gilt | u(x, t) − g(x0) |< 2ε.

�

Bemerkung. g sei beschränkt und stetig, g ≥ 0, g 6≡ 0, dann ist

u(x, t) =
1

(4πt)
n/2

∫

Rn

e−
|x−y|2

4t g(y) dy

tatsächlich positiv für alle Punkte x ∈ R und Zeiten t > 0. Deshalb sagt man, die Diffusionsglei-
chung hat unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit für Störungen.

2.4 Inhomogene Diffusionsgleichung

Wir betrachten nun das inhomogene Anfangswertproblem
{

ut −4u = f in R
n × (0,∞)

u = 0 auf R
n × {t = 0}

(2.6)

Die Abbildung (x, t) → Φ(x−y, t−s) ist auch eine Lösung der Diffusionsgleichung (für vorgegebene
y ∈ R

n, 0 < s < t). Für ein festes s löst die Funktion

u = u(x, t; s) =

∫

Rn

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dy

6



das Anfangswertproblem

{

ut(·; s) −4u(·; s) = 0 in R
n × (s,∞)

u(·; s) = f(·; s) auf R
n × {t = s}

(2.7)

Das ist ein Anfangswertproblem der Form (2.3), mit dem Anfangszeitpunkt t = s anstatt t = 0,
und die Funktion g wurde durch die Funktion f(·; s) ersetzt. Die Funktion u(·; s) ist daher keine
Lösung von (2.6).

Nach dem Duhamelschen Prinzip erhält man eine Lösung von (2.6) aus der Lösung des Anfangs-
wertproblems (2.7) durch Integration nach s. Wir betrachten

u(x, t) =

∫ t

0

u(x, t; s)ds (x ∈ R
n, t ≥ 0)

Einsetzen von u(x, t; s) liefert

u(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dyds

=

∫ t

0

1

(4π(t− s))n/2

∫

Rn

e−
|x−y|2

4(t−s) f(y, s)dyds (2.8)

für x ∈ R
n, t > 0.

Im Folgenden bezeichne C2
1(U) die Menge aller zweimal stetig differenzierbaren Funktionen auf der

Menge U mit kompakten Träger.

Um zu zeigen dass (2.8) eine Lösung des Anfangswertproblems (2.6) ist, nehmen wir zur Ver-
einfachung an, dass f ∈ C2

1(R
n × [0,∞)) und dass f einen kompakten Träger hat.

Satz 1.2 (Lösung des inhomogenen Problems). Sei u wie in Gleichung (2.8). Dann gilt

(i) u ∈ C2
1 (Rn × (0,∞)),

(ii) ut(x, t) −4u(x, t) = f(x, t) (x ∈ R
n, t > 0),

(iii) lim (x,t)→(x0,0)
x∈Rn, t>0

u(x, t) = 0 für jeden Punkt x0 ∈ R
n.

Beweis. 1. Da Φ im Punkt (x, t) = (0, 0) singulär ist, können wir die Aussage nicht durch direktes
Differenzieren unter dem Integral zeigen. Wir gehen ähnlich vor wie im Satz über die Lösung des
homogenen Anfangswertproblems.

Als erstes wechseln wir die Variablen und schreiben

u(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

Φ(y, s)f(x− y, t− s)dyds

Da f ∈ C2
1(R

n × [0,∞)) einen kompakten Träger hat und Φ = Φ(y, s) in dern Nähe von s = t > 0
glatt ist, berechnen wir

ut(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

Φ(y, s)ft(x− y, t− s)dyds

+

∫

Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy

und
∂2u

∂xi∂xj
(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

Φ(y, s)
∂2

∂xi∂xj
f(x− y, t− s)dyds (i, j = 1, . . . n)

Folglich sind ut, D
2
xu und ebenso u, Dxu Elemente von C(Rn × (0,∞)).
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2. Wir berechnen dann

ut(x, t) −4u(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

Φ(y, s)[(
∂

∂t
−4x)f(x− y, t− s)dyds (2.9)

+

∫

Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy

=

∫ t

ε

∫

Rn

Φ(y, s)[(−
∂

∂s
−4y)(f(x− y, t− s)]dyds

+

∫ ε

0

∫

Rn

Φ(y, s)[(−
∂

∂s
−4y)(f(x− y, t− s)]dyds

+

∫

Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy

=: Iε + Jε +K

Jetzt ist

| Jε |≤ (‖ft‖L∞ + ‖D2f‖L∞)

∫ ε

0

∫

Rn

Φ(y, s)dyds ≤ εC (2.10)

nach dem Lemma. Durch partielle Integration erhalten wir

Iε =

∫ t

ε

∫

Rn

[(
∂

∂s
−4y)Φ(y, s)]f(x− y, t− x)dyds (2.11)

+

∫

Rn

Φ(y, ε)f(x− y, t− ε)dy

−

∫

Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy

=

∫

Rn

Φ(y, ε)f(x− y, t− ε)dy −K

weil Φ die Diffusionsgleichung löst. Aus (2.9)-(2.11) erhalten wir

ut(x, t) −4u(x, t) = lim
ε→0

∫

Rn

Φ(y, ε)f(x− y, t− ε)dy

= f(x, t) (x ∈ R
n, t > 0)

Der Grenzwert für ε→ 0 wird wie im Satz über die Lösung des homogenen Anfangswertproblems
berechnet. Schließlich beachte man, dass ‖u(·, t)‖L∞ ≤ t‖f‖L∞ → 0.

�

Bemerkung. Kombiniert man die beiden Sätze über die Lösung des Anfangswertproblems für
die homogene und inhomogene Diffusionsgleichung, so erhält man

u(x, t) =

∫

Rn

Φ(x− y, t)g(y)dy +

∫ t

0

∫

Rn

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dyds

als Lösung von
{

ut −4u = f in R
n × (0,∞)

u = g auf R
n × {t = 0}

(2.12)

2.5 Mittelwertformel

Sei U ⊂ R
∞ offen und beschränkt, T > 0 fest. Der parabolische Zylinder ist definiert durch

UT := U × (0, T ]. Der parabolische Rand von UT ist ΓT := ŪT − UT .

Definition. Für feste x ∈ R, t ∈ R, r > 0 definieren wir

E(x, t; r) :=

{

(y, s) ∈ R
n+1 | s ≤ t, Φ(x− y, t− s) ≥

1

rn

}
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Abbildung 2.1: Der Bereich UT

Abbildung 2.2: Der Bereich E(x, t; r)

Der Rand dieses Bereichs in der Raum-Zeit ist eine Niveaulinie (Level Set) von Φ(x−y, t− s). Der
Punkt (x, t) ist in der Mitte der oberen Fläche.
Satz 1.3 (Eine Mittelwerteigenschaft für die Diffusionsgleichung). Sei u ∈ C2

1(UT) eine
Lösung der Diffusionsgleichung. Dann gilt

u(x, t) =
1

4rn

∫ ∫

E(x,t;r)

u(y, s)
| x− y |2

(t− s)2
dyds (2.13)

Die rechte Seite von (2.13) beinhaltet u(y, x) nur für Zeiten s ≤ t. Das ist vernünftig, weil der
Wert von u(x, t) soll nicht von zukünftigen Zeiten abhängen.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass x = 0 und t = 0. Wir
schreiben E(r) = E(0, 0; r) und setzen

φ(r) :=
1

rn

∫ ∫

E(r)

u(y, s)
| y |2

s2
dyds (2.14)

=

∫ ∫

E(1)

u(ry, r2s)
| y |2

s2
dyds

9



Wir berechnen

φ′(r) =

∫ ∫

E(1)

n
∑

i=1

uyi
yi
| y |2

s2
+ 2rus

| y |2

s
dyds

=
1

rn+1

∫ ∫

E(r)

n
∑

i=1

uyi
yi
| y |2

s2
+ 2us

| y |2

s
dyds

=: A+B

Weiters führen wir die nützliche Funktion

ψ := −
n

2
log(−4πs) +

| y |2

4s
+ n log r (2.15)

ein und sehen, dass ψ = 0 auf ∂E(r), weil Φ(y,−s) = r−n auf ∂E(r) und ψ = log Φ. Wir benützen
(2.15) und schreiben

B =
1

rn+1

∫ ∫

E(r)

4us

n
∑

i=1

yiψyi
dyds

= −
1

rn+1

∫ ∫

E(r)

4nusψ + 4

n
∑

i=1

usyi
yiψdyds

Bei der partiellen Integration verschwindet der Randterm weil ψ = 0 auf ∂E(r). Partielle Integra-
tion nach s liefert

B =
1

rn+1

∫ ∫

E(r)

−4nusψ + 4

n
∑

i=1

uyi
yiψsdyds

=
1

rn+1

∫ ∫

E(r)

−4nusψ + 4
n

∑

i=1

uyi
yi

(

−
n

2s
−

| y |2

4s2

)

dyds

=
1

rn+1

∫ ∫

E(r)

−4nusψ +
2n

s

n
∑

i=1

uyi
yidyds−A

Folglich, da u die Diffusionsgleichung löst, ist

φ′(r) = A+B

=
1

rn+1

∫ ∫

E(r)

−4n4 uψ −
2n

s

n
∑

i=1

uyi
yidyds

=

n
∑

i=1

1

rn+1

∫ ∫

E(r)

4nuyi
ψyi

−
2n

s
uyi

yidyds

= 0, gemäß (2.15).

Da φ konstant ist, gilt

φ(r) = lim
t→0

φ(t) = u(0, 0)(lim
t→0

1

tn

∫ ∫

E(t)

| y |2

s2
dyds) = 4u(0, 0)

weil
1

tn

∫ ∫

E(t)

| y |2

s2
dyds =

∫ ∫

E(1)

| y |2

s2
dyds = 4

�
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2.6 Eigenschaften von Lösungen

Mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft zeigt man das starke Maximumsprinzip für die Diffusionsglei-
chung.

Satz 1.4 (Starkes Maximumsprinzip). Sei u ∈ C2
1(UT) ∩ C(ŪT) eine Lösung der Diffusi-

onsgleichungin UT .

(i) Dann gilt maxŪT
u = maxΓT

u
(Maximumsprinzip)

(ii) Sei U zusammenhängend und (x0, t0) ∈ UT mit u(x0, t0) = maxŪT
u.

Dann ist u konstant in Ūt0 .
(Starkes Maximumsprinzip)

Analoge Aussagen gelten für min statt max.

Beweis. 1. Angenommen es existiert ein Punkt (x0, t0) ∈ UT mit u(x0, t0) = M := maxŪT
u. Dann

gilt für alle genügend kleinen r > 0, E(x0, t0; r) ⊂ UT . Wir verwenden die Mittelwerteigenschaft
und erhalten

M = u(x0, t0) =
1

4rn

∫ ∫

E(x0,t0;r)

u(y, s)
| x0 − y |2

(t0 − s)2
dyds ≤M

weil

1 =
1

4rn

∫ ∫

E(x0,t0;r)

| x0 − y |2

(t0 − s)2
dyds

Gleichheit herrscht nur, wenn u identisch gleich M in E(x0, t0; r) ist. Folglich gilt

u(y, s) = M für alle (y, s) ∈ E(x0, t0; r)

Zeichne eine Strecke L in UT , welche (x0, t0) mit einem anderen Punkt (y0, s0) ∈ UT verbindet,
wobei s0 < t0 ist. Betrachte

r0 := min{s ≥ s0 | u(x, t) = M für alle Punkte (x, t) ∈ L, s ≤ t ≤ t0}

Weil u stetig ist, wird das Minimum angenommen. Wir nehmen an, dass r0 > s0. Dann gilt
u(z0, r0) = M für einen Punkt (z0, r0) auf L ∩ UT und folglich ist u ≡ M auf E(z0, r0; r) für alle
genügend kleinen r > 0. Für genügend kleine σ > 0 ist L ∩ {r0 − σ ≤ t ≤ r0} in E(z0, r0; r)
enthalten. Dies ist ein Widerspruch. Also ist r0 = s0 und folglich u ≡M auf L.

2. Sei x ∈ U ein fester Punkt und 0 ≤ t < t0. Es existieren Punkte {x0, x1, . . . xm = x} so dass
die Strecken im R

n, welche die Punkte xi−1 und xi verbinden, in U liegen für i = 1, . . .m. Wähle
Zeiten t0 > t1 > . . . > tm = t. Dann liegt die Strecke des R

n, welche die Punkte (xi−1, ti−1) und
(xi, ti) (i = 1, . . .m) in UT . Gemäß Schritt 1 gilt u ≡M entlang jeder solchen Strecke und folglich
gilt u(x, t) = M .

�

Bemerkung.Wenn u sein Maximum (oder Minimum) an einem inneren Punkt annimmt, dann
ist u konstant zu allen früheren Zeiten. Die stimmt mit der intuitiven Vorstellung überein, dass
die Lösung im Zeitintervall [0, t0] konstant ist, wenn die Anfangs- und Randbedingungen konstant
sind. Für t > t0 kann sich die Lösung verändern, wenn sich die Randbedingungen nach t0 verändern.

Bemerkung. Eine Folgerung des starken Maximumsprinzips ist: Wenn U zusammenhängend ist
und u ∈ C2

1(UT) ∩ C(ŪT) erfülle

{ ut −4u = 0 in UT

u = 0 auf ∂U × [0, T ]
u = g auf U × {t = 0}

mit g ≥ 0. Dann ist u überall in UT positiv, wenn g irgendwo in U positiv ist. Dies ist eine weitere
Illustration der unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit für Störungen.
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Eine wichtige Anwendung des Maximumsprinzips ist die folgende Eindeutigkeitsaussage.

Satz 1.5 (Eindeutigkeit für beschränkte Bereiche). Sei g ∈ C(ΓT). Dann existiert höchstens
eine Lösung u ∈ C2

1(UT) ∩ C(ŪT) des Anfangs-/Randwertproblems
{

ut −4u = 0 in Ut

u = g auf ΓT
(2.16)

Beweis. Seien u und ũ zwei Lösungen von (2.16). Wende Satz 1.4 auf die Funktion w := ±(u− ũ)
an.

�

Wir erweitern die Eindeutigkeitsaussage auf das Cauchyproblem, das Anfangswertproblem für
U = R

n. Da der Bereich unbeschränkt ist, müssen wir eine Kontrolle für das Verhalten der Lösun-
gen für große | x | einführen.

Satz 1.6 (Maximumsprinzip für das Cauchyproblem). Sei u ∈ C2
1(R

n × (0, T ]) ∩ C(Rn ×
[0, T ]) eine Lösung von

{

ut −4u = 0 in R
n × (0, T )

u = g auf R
n × {t = 0}

(2.17)

und erfülle die Abschätzung

u(x, t) ≤ Aea|x|
2

(x ∈ R
n, 0 ≤ t ≤ T )

für Konstanten A, a > 0. Dann gilt
sup

Rn×[0,T ]

u = sup
Rn

g

Beweis. 1. Als erstes nehmen wir an, dass

4aT < 1 (2.18)

Dann existiert ein ε > 0 so dass
4a(T + ε) < 1 (2.19)

Seien y ∈ R
n und µ > 0 fest. Wir definieren

v(x, t) := u(x, t) −
µ

(T + ε− t)n/2
e

|x−y|2

4(T+ε−t) (x ∈ R
n, t > 0)

Nachrechnen zeigt, dass
vt −4u = 0 in R

n × (0, T ]

Sei r > 0 fest und U := B0(y, r) die offene Kugel mit Mittelpunkt y und Radius r. UT = B0(y, r)×
(0, T ]. Gemäß Satz 1.4 gilt

max
ŪT

v = max
ΓT

v (2.20)

2. Sei x ∈ R
n

v(x, 0) = u(x, 0) −
µ

(T + ε)n/2
e

|x−y|2

4(T+ε) (2.21)

≤ u(x, 0) = g(x)

Seien | x− y |= r und 0 ≤ t ≤ T , dann gilt

v(x, t) = u(x, t) −
µ

(T + ε− t)n/2
e

r2

4(T+ε−t)

≤ Aea|x|
2

−
µ

(T + ε− t)n/2
e

r2

4(T+ε−t)

≤ Aea(|y|+r)
2

−
µ

(T + ε)n/2
e

r2

4(T+ε)
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Gemäß (2.19) existiert ein γ > 0 so, dass 1
4(T+ε) = a + γ. Wir setzten die obige Berechnung fort

und erhalten
v(x, t) ≤ Aea(|y|+r)

2

− µ(4(a+ γ))n/2e(a+γ)r
2

≤ sup
Rn

g (2.22)

für ein genügend großes r. Aus (2.20)-(2.22) folgt

v(y, t) ≤ sup
Rn

g

für alle x ∈ R
n, 0 ≤ t ≤ T , vorausgesetzt (2.18) hält. Geht µ → 0 erhält man die Aussage des

Satzes.

3. Im allgemeinen Fall ist (2.18) nicht erfüllt. Dann wenden wir das obige Resultat wiederholt
auf die Zeitintervalle [0, T1], [T1, 2T1], etc. an, mit T1 = 1

8a .
�

Satz 1.7 (Eindeutigkeit des Cauchyproblems). Sei g ∈ C(Rn). Dann existiert höchstens
eine Lösung u ∈ C2

1(R
n × (0, T ]) ∩ C(Rn × [0, T ]) des Anfangswertproblems

{

ut −4u = 0 in R
n × (0, T )

u = g auf R
n × {t = 0}

(2.23)

welche die Abschätzung

u(x, t) ≤ Aea|x|
2

(x ∈ R
n, 0 ≤ t ≤ T ) (2.24)

für Konstanten A, a > 0 erfüllt.

Beweis. Wenn u und ũ (2.23) und (2.24) erfüllen, wenden wir Satz 1.6 auf w := ±(u− ũ) an.
�

2.7 Regularität

Der folgende Satz zeigt, dass Lösungen der Diffusionsgleichung automatisch glatt sind.

Satz 1.8 (Glattheit). Sei u ∈ C2
1(UT) eine Lösung der Diffusionsgleichung in UT. Dann ist

u ∈ C∞(UT). Diese Regularitätseigenschaft gilt auch, wenn u nicht glatte Randwerte auf ΓT hat.

Beweis. 1.Sei
C(x, t; r) = {(y, s) | | x− y |≤ r, t− r2 ≤ s ≤ t}

Der geschlossene kreisförmige Zylinder mit Radius r, Höhe r2, wobei der Mittelpunkt der Decken-
fläche (x, t) ist.
Sei (x0, t0) ∈ UT fest und wähle r > 0 so klein, dass C := C(x0, t0; r) ⊂ Ut. Definiere weiters
kleinere Zylinder C ′ := C(x0, t0;

3
4r), C

′′ := C(x0, t0;
1
2r).

Wähle eine glatte Funktion ζ = ζ(x, t) so, dass

{

0 ≤ ζ ≤ 1, ζ ≡ 1 auf C ′

ζ ≡ 0 nahe der parabolischenGrenze vonC
(2.25)

Erweitere ζ ≡ 0 auf (Rn × [0, t0]) − C.

2. Wir nehmen vorläufig an, dass u ∈ C∞(UT ) und setzen

v(x, t) := ζ(x, t)u(x, t) (x ∈ R
n, 0 ≤ t ≤ t0)

Dann ist
vt = ζut + ζtu, 4v = ζ 4 u+ 2Dζ ·Du+ u4 ζ
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Folglich ist
v = 0 auf R

n × {t = 0} (2.26)

und
vt −4v = ζtu− 2Dζ ·Du− u4 ζ =: f̃ (2.27)

in R
n × (0, t0). Setze nun

ṽ(x, t) :=

∫ t

0

∫

Rn

Φ(x− y, t− s)f̃(y, s)dyds

Gemäß Satz 1.2 gilt
{

ṽ −4ṽ = f̃ in R
n × (0, t0)

ṽ = 0 auf R
n × {t = 0}

(2.28)

Da | v |, | ṽ |≤ A für eine Konstante A, folgt aus Satz 1.7 dass v ≡ ṽ. Also

v(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

Φ(x− y, t− s)f̃(y, s)dyds (2.29)

Angenommen (x, t) ∈ C ′′. Da ζ ≡ 0 außerhalb des Zylinders C ist, folgt aus (2.27) und (2.29) dass

u(x, t) =

∫ ∫

C

Φ(x− y, t− s)[(ζs(y, s) −4ζ(y, s))u(y, s)

−2Dζ(y, s) ·Du(y, s)]dyds

Der Ausdruck in den eckigen Klammern verschwindet in einem Bereich in der Nähe der Singularität
von Φ. Wenn man den letzten Term partiell integriert, erhält man

u(x, t) =

∫ ∫

C

[Φ(x− y, t− s)(ζs(y, s) −4ζ(y, s)) (2.30)

+2DyΦ(x− y, t− s) ·Dζ(y, s)]u(y, s)dyds

Wir haben diese Formel bewiesen unter der Annahme u ∈ C∞. Genügt u nur der Voraussetzung im
Satz, erhalten wir (2.30) mit uε = ηε ? u statt u, wobei ηε die Standarddämpfung in den Variablen
x und t ist, und ε→ 0 geht.

3. Formel (2.30) hat die Gestalt

u(x, t) =

∫ ∫

C

K(x, t, y, s)u(y, s)dyds ((x, t) ∈ C ′′) (2.31)

wobei
K(x, t, y, s) = 0 für alle Punkte (y, s) ∈ C ′

weil ζ ≡ 1 auf C ′. Beachte dass K auf C −C ′ glatt ist. Wenn wir den Ausdruck (2.31) betrachten,
sehen wir, dass u in C ′′ = C(x0, t0;

1
2r) C∞ ist.

�
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2.8 Explizite Lösung im Eindimensionalen

Wir betrachten die räumlich eindimensionale Diffusionsgleichung ut = uxx x ∈ [0, 2π], t ∈ R
+
0 mit

der Anfangsbedingung u(x, 0) = g(x) und periodischen Randbedingungen u(x + 2π, t) = u(x, t).
Gesucht ist u(x, t) für 0 ≤ x ≤ 2π und t > 0.

Um eine Lösung dieses Problems zu ermitteln verwenden wir den Separationsansatz

u(x, t) = X(x) · T (t)

Daraus folgt, dass
1

T

∂T

∂t
=

1

X

∂2X

∂x2

Beide Seiten müssen gleich einer Konstanten λ ∈ R sein.

dT

dt
= λT und

d2X

dx2
= λX

Jede Lösung der rechten Gleichung, die die Randbedingung erfüllt, besitzt eine Fourierentwicklung

X(x) =

∞
∑

−∞

cne
inx, cn ∈ C

Gliedweises Differenzieren liefert
−n2cn = λcn, n ∈ Z

Hier sind entweder alle cn = 0, was zu (x, t) = 0 führt, oder es gilt λ + n2 = 0. Damit hat X(x)
die Gestalt

Xn(x) = cne
inx, n ∈ Z

Die Differentialgleichung für T (t) liefert

Tn(t) = Ae−n
2t, n ∈ Z, A ∈ C

Daher sind die Lösungen der Diffusionsgleichung

un(x, t) = Ae−n2tcne
inx, n ∈ Z

Und somit sind auch die Linearkombinationen Lösungen

u(x, t) =

∞
∑

n=−∞

ane
−n2teinx

Bestimmen der an.

u(x, 0) = =

∞
∑

n=−∞

ane
inx |

∫ π

−π

. . . e−imxdx

∫ π

−π

u(x, 0)e−imxdx =
∞
∑

n=−∞

an

∫ π

−π

einxe−imxdx

Für m 6= n ist das Integral auf der linken Seite gleich Null. Für n = m nimmt es den Wert 2π an.
wir erhalten also

an =
1

2π

∫ π

−π

u(x, 0)e−inxdx

Beispiele.

u(x, 0) = eikx → u(x, t) = e−k
2teikx

u(x, 0) = cos(kx) → u(x, t) = cos(kx)e−k
2t

u(x, 0) = sin(kx) → u(x, t) = sin(kx)e−k
2t
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Kapitel 3

Numerik der Diffusionsgleichung

Bei der Untersuchung von Numerischen Methoden zur Lösung der Diffusionsgleichung beschränken
wir uns auf den räumlich eindimensionalen Fall mit periodischen Randbedingungen.

Wir betrachten die Diffusionsgleichung
ut = uxx (3.1)

mit der Anfangsbedingung
u(x, 0) = g(x) (3.2)

und periodischen Randbedingungen.

Gegeben sei ein äquidistantes Gitter a = x1/2 < x3/2 < · · · < xN−1/2 < xN+1/2 = b. Wir de-
finieren

• Zellen Ii = [xi−1/2, xx+1/2]

• Zellmittelpunkte xi = 1
2 (xi−1/2 + xx+1/2)

• die Maschenweite 4x = 4xi = xi−1/2 − xx+1/2 für i = 1, 2, . . . N

Der betrachtete Bereich der (x− t) Ebene ist also mit Gitterpunkten (x
(h)
i , t

(k)
n ) versehen, für die

gilt

x
(h)
i = ih, t(k)n = nk i = 0, . . . N, n = 0, 1, 2, . . . (3.3)

wobei h = 4x die räumliche Maschenweite entlang der x-Achse ist und k = 4t der Zeitschritt ist.
uni ≈ u(xi, tn) sei eine Approximation für u an der Stelle (xi, tn).

3.1 Zwei Beispiele

Die Diffusionsgleichung ist eine Zeitentwicklungsgleichung und wird deshalb vorwärts in der Zeit
gelöst. Wir bestimmen unsere Differenzengleichung so, dass wir in der Zeit voranschreiten können
indem wir die Werte un+1

i für alle i aus den Werten uni zum vorigen Zeitpunkt bestimmen. Eine
natürliche Diskretisierung von (3.1) wäre zum Beispiel

un+1
i − uni

k
=

1

h2

(

uni−1 − 2uni + uni+1

)

(3.4)

Dabei verwenden wir einen räumlich zentrierten Differenzenquotienten und einen zeitlichen Vorwärts-
differenzenquotienten. (3.4) ist ein explizites Verfahren, weil wir jedes un+1

i explizit durch Daten
aus früheren Zeitpunkten berechnen können.

un+1
i = uni +

k

h2

(

uni−1 − 2uni + uni+1

)

(3.5)
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Abbildung 3.1: Stencils für das Verfahren (3.5) (links) und für das Verfahren (3.7) (rechts)

Ein anderes Einschrittverfahren, welches in der Praxis wesentlich nützlicher ist, ist das Crank-
Nicolson Verfahren

un+1
i − uni

k
=

1

2h2

(

uni−1 − 2uni + uni+1

)

+
1

2h2

(

un+1
i−1 − 2un+1

i + un+1
i+1

)

(3.6)

Daraus erhalten wir

un+1
i = uni +

k

2h2

(

uni−1 − 2uni + uni+1 + un+1
i−1 − 2un+1

i n+ un+1
i+1

)

(3.7)

Das Crank-Nicolson Verfahren ist ein implizites Verfahren und liefert ein Gleichungssystem der
Form
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? ? ?

? ? ?
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. . .

. . .
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? ? ?
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1

un+1
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un+1
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...

un+1
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?
?
?

...

?























(3.8)

Dieses Gleichungssystem von N Gleichungen lässt sich mit O(n) Aufwand lösen. Wir zerlegen diese
entartete Tridiagonalmatrix T in eine normalisierte Dreieckszerlegung T = L ·R, wobei L eine linke
untere Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen Lii = 1 für i = 1, . . . N ist, und R eine rechte
obere Dreiecksmatrix ist. In den Matrizen L und R spiegelt sich die Struktur von T wieder.

L =















?
? ?

? ?
. . .

. . .

? ? ?















R =

















? ? ?
? ?

?
. . .

. . . ?
?

















(3.9)

Die in [10] angegebenen Algorithmen für die Dreieckszerlegung von Bandmatrizen und für die
Lösung des Gleichungssystems Tx = LRx = b müssen nur geringfügig abgeändert werden, wo-
durch der Aufwand O(n) erhalten bleibt. Somit ist das Crank-Nicolson Verfahren nahezu gleich
effizient wie ein explizites Verfahren. Wir werden in der Stabilitätsanalyse sehen, dass ein implizites
Verfahren wesentlich größere Zeitschritte erlaubt als ein explizites Verfahren.

3.2 Differenzenverfahren

Wir betrachten die Diffusionsgleichung auf einem räumlich begrenzten Bereich [a, b] der x-Achse
mit periodischen Randbedingungen. Dies ist äquvalent zu einem Cauchy-Problem mit periodischer
Anfangsbedingung.

Definition. Sei u
(h)
j eine numerische Approximation für u(xj) und

Uh =
{

(u
(h)
1 , u

(h)
2 , . . . u

(h)
N ) : u

(h)
j ∈ R

}
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Auf der Menge Uh definieren wir ein Inneres Produkt

〈

u(h), v(h)
〉

:= h
N

∑

j=1

u
(h)
j · v

(h)
j

Daraus erhalten wir eine Norm auf Uh:

‖u(h)‖ =
〈

u(h), v(h)
〉1/2

Da wir Probleme mit periodische Randbedingungen betrachten ist ui auch für i < 1 und i > N
bekannt.

Definition (Verschiebungsoperatoren). Die Abbildung

S+ : Uh → Uh |
(

S+(u(h))
)

i
= u

(h)
i+1

heißt Verschiebung des ursprünglichen Vektors nach links. Die Abbildung

S− : Uh → Uh |
(

S−(u(h))
)

i
= u

(h)
i−1

heißt Verschiebung des ursprünglichen Vektors nach rechts.

Bemerkung. S+ und S− lassen sich als Matrizen schreiben.

S+ =















0 1
0 1

. . .
. . .

0 1
1 0















S− =















0 1
1 0

. . .
. . .

1 0
1 0















(3.10)

Bemerkung. S+S− = I, S+ = S−1
− , S2+ = S+S+

Definition (Differenzenoperatoren). Die Abbildung

D+ =
1

h
(S+ + I) : Uh → Uh | (D+u

(h))i =
u

(h)
i+1 − u

(h)
i

h

heißt Vorwärtsoperator für d
dx . Die Abbildung

D− =
1

h
(I − S−) : Uh → Uh | (D−u

(h))i =
u

(h)
i − u

(h)
i−1

h

heißt Rückwärtsoperator für d
dx . Die Abbildung

D0 =
1

2h
(S+ − S−) : Uh → Uh | (D0u

(h))i =
u

(h)
i+1 − u

(2h)
i−1

h

heißt Zentraldifferenzoperator für d
dx .

Bemerkung. Durch
u

(h)
i+1−2u

(h)
i +u

(h)
i−1

h2 erhalten wir eine Differenzenapproximation für uxx. Der da-
zugehörige Differenzenoperator hat die Gestalt D2 = 1

h2 (S+ −2I+S−). Dieser Differenzenoperator
lässt sich auch als Polynom Q(r, s) = 1

h2 (r− 2+ s) mit zwei Variablen darstellen: D2 = Q(S+,S−).

Definition (Projektion). Die Abbildung

π(h) : U → Uh | u 7→ (u(xj))
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projiziert die Werte einer Funktion u mit Funktionswerten aus U auf die Gitterpunkte xj .

Formulierung der Differenzenapproximation. Die Diffusionsgleichung ist eine Zeitentwick-
lungsgleichung und wird daher vorwärts in der Zeit gelöst. Die allgemeine Form der Differenzen-
approximation ist also

{

un+1 = Q(h,k)(S+,S−)un

u0 = πh(g)

Q(h,k) ist eine N×N Matrix, welche aus den Matrizen S+, I, S− polynomial zusammengesetzt wird.

Der lokale Diskretisierungsfehler beschreibt wie gut das Diskretisierungsverfahren die Differen-
tialgleichung beschreibt. Sei ū(t, .) die exakte Lösung der PDE zum Zeitpunkt t und ū(t + k, .)
die exakte Lösung der PDE zum Zeitpunkt t+ k. Nach einem Zeitschritt liefert das Verfahren die
Werte Q(h,k)(S+,S−)

(

πh (ū(t, .))
)

.

Definition. Sei ε(h,k) = 1
k

(

πh (ū(t+ k, .))
)

−Q(h,k)(S+,S−)
(

πh (ū(t, .))
)

. ε(h,k) ∈ Uh heißt lokaler
Diskretisierungsfehler. Analog kann man den lokalen Diskretisierungsfehler beim n-ten Zeitschritt
ε(n) definieren.

Definition. Ein Verfahren heißt konsistent, wenn ‖ε(h,k)‖ → 0 für k → 0.

Definition. Ein Differenzenverfahren un+1 = Q(h,k)un heißt konvergent, wenn ‖π(h,k)(ū)−u(h,k)‖ →
0 für (h, k) → (0, 0) und heißt konvergent von der zeitlichen Ordnung p ≥ 1 und der räumlichen
Ordnung q ≥ 1, wenn ‖π(h,k)(ū) − u(h,k)‖ = O(kp + hq) für (h, k) → (0, 0).

Definition. Sei u(n,h,k) = Qu(n−1,h,k) = Qnu0. Ein Differenzenverfahren Q(h,k) heißt unbedingt
stabil, wenn ∃K > 0 mit ‖u(n,h,k)‖Uh ≤ K‖u0‖Uh ∀h, k, t = nk, das heißt ‖Q‖ ≤ 1. Manchmal
lässt man auch eine geringe Zunahme zu und sagt, Stabilität liegt vor, wenn ∃K > 0, β ∈ R mit
‖u(n,h,k)‖Uh ≤ Keβt‖u0‖Uh ∀h, k, t = nk.
Das Verfahren heißt bedingt stabil, wenn die Bedingungen für k ≤ ϕ(h) gilt.

Mit Hilfe des Laxschen Äquivalenzsatzes für lineare PDE können wir die Überprüfung der Kon-
vergenz in zwei Teile aufspalten.

Satz (Laxscher Äquivalenzsatz). Ein konsistentes Differenzenverfahren un+1 = Q(h,k)un ist
genau dann konvergent, wenn es stabil ist.

Beweis. Siehe Anhang A.
�

Beispiel. Wir berechnen nun den lokalen Diskretisierungsfehler für das Verfahren un+1
i = uni +

k
h2

(

uni−1 − 2uni + uni+1

)

. Wenn u glatt ist, kann man u(tn+1, xi) in eine Taylorreihe entwickeln:

u(tn+1, xi) = u(tn, xi) + kut(tn, xi) +
k2

2
utt(tn, xi) + . . .

Ebenso entwickelt man u(tn, xi−1) und u(tn, xi+1) in eine Taylorreihe. Setzt man diese Entwick-
lungen in die Formel für den lokalen Diskretisierungsfehler ein, so erhält men ε(h,k) = O(k + h2).

Beispiel. Das Crank-Nicolson Verfahren (3.7) ist zentriert in Raum und Zeit. Der lokale Dis-
kretisierungsfehler ist von zweiter Ordnung in Raum und Zeit, also ε(h,k) = O(k2 + h2).

3.3 Stabilitätsanalyse (nach von Neumann)

Die Stabilitätsanalyse nach von Neumann basiert auf der Fouriertransformation und ist somit ein-
geschränkt auf lineare PDE. Normalerweise wird sie auf das Cauchy-Problem (keine Grenzen im
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räumlichen Bereich, −∞ < x < ∞ im Eindimensionalen) angewandt. Die Stabilitätsanalyse nach
von Neumann kann man auch verwenden um Probleme mit periodischen Randbedingungen zu un-
tersuchen, weil diese äquivalent zu Cauchy-Problemen mit periodischen Anfangsbedingungen sind.

Wir betrachten das Intervall [−π, π] und unterteilen es in N Teile, also h = 2π
N . Ohne Beschränkung

der Allgemeinheit sei N gerade. Sei x
(h)
j = j ·h, wobei j = −N

2 ,−
N
2 +1, . . . 0, . . . N2 −1 , wir schrei-

ben j ∈
〈

−N
2 ,

N
2

〉

. Wir betrachten die Funktion ϕν(x) = eiνx (ν kontinuiertlich, −N
2 ,≤ ν ≤ N

2 ) auf

den Gitterpunkten x
(h)
i und erhalten ψ

(h)
ν (xj) = eiνxj = e2πi

jν
N . ψ

(h)
ν =

(

ψ
(h)
ν (xj)

)

j∈〈−N
2 ,

N
2 〉

∈ C
N .

Lemma 3.1 ψν+N = ψν

Beweis. ψν+N = ei
2πj
n (ν+N) = ei

2πj
n (ν) · ei

2πj
n (N) = ei

2πj
n (ν) = ψν

�

Lemma 3.2 〈ψν , ψµ〉 = δνµ (j ∈
〈

−N
2 ,

N
2

〉

), das heißt die ψν bilden ein Orthonormalsystem.
(Das Skalarprodukt in C

N ist definiert durch 〈u, v〉 = 1
N

∑

j uj v̄j .

Beweis. 〈ψν , ψµ〉 = 1
N

∑
N
2 −1

j=− 1
N

ei
2πj
N νe−i

2πj
N µ = 1

N

∑N−1
j=0 ei

2πj
N (ν−µ) (wegen Lemma 3.1)

Für ν = µ erhalten wir: 〈ψν , ψµ〉 = 1
N

∑N−1
j=0 e0 = 1

Für ν 6= µ erhalten wir: 〈ψν , ψµ〉 = 1
N

∑N−1
j=0 qi = 1

N · 1−qN

1−q mit q = ei
2π
N (ν−µ). Da (ν −µ) ∈ Z, gilt

qN = ei2π(ν−µ) = 1. Daraus folgt 〈ψν , ψµ〉 = 0.

N linear unabhängige Elemente des C
N bilden eine Basis des C

N . Folglich ist {ψν}j∈〈−N
2 ,

N
2 〉

ein vollständiges Orthonormalsystem.
�

Definition. Gegeben sei eine Funktion uj auf den Gitterpunkten xj = jh, j ∈
〈

−N
2 ,

N
2

〉

mit
‖u‖ <∞. Wir definieren die diskrete Fouriertransformation durch

ũ(ν) =

N
2 −1
∑

j=−N
2

uje
−ixjν =

N
2 −1
∑

j=−N
2

ujψ
(h)
ν (xj)

Da S− = S−1
+ ist, kann man das Differenzenverfahren un+1 = Q(S+,S−)un auch schreiben als

un+1 = R(S+)un, wobei R(z) =
∑m

−m rkz
k eine rationale Funktion ist.

Wir berechnen nun die j-te Komponente von (S+ψκ):

(S+ψκ)j = ψκ(xj+1) = e2πi
κ(j+1)

N = e2πi
κ
N e2πi

κj
N = e2πi

κ
N ψκ(xj)

Folglich ist (S+ψκ) = e2πi
κ
N ψκ .

S̃+ ist die Matrix von S+ in der Basis (ψν). Für j ∈
〈

−N
2 ,

N
2

〉

erhält man eine Diagonalma-

trix S̃+ = diag
(

R
(

e2πi
κ
N

))

κ∈〈−N
2 ,

N
2 〉

.

Durch Ausrechnen von S̃+u sieht man, dass S̃+ auch die Fouriertransformierte von S+ ist.

Die Fouriertransformierte des Differenzenoperators Q = R(S+) hat die Gestalt Q̃ = R(S̃+) =
diag

(

R
(

e2πi
κ
N

))

.

Satz 3.3 Das Verfahren un+1 = Qun ist L2-stabil ⇔| R
(

e2πi
κ
N

)

|≤ 1 ∀κ ∈
〈

−N
2 ,

N
2

〉

.

Beweis. Das Verfahren un+1 = Qun ist stabil, wenn ‖ Qk ‖≤ C. Dabei ist ‖T‖ =
√

ρ(T+T ),

wobei ρ der Spektralradius ist. Es gilt ‖Q‖ = ‖Q̃‖. ‖Q̃k‖ = maxκ∈〈−N
2 ,

N
2 〉

| R
(

e2πi
κ
N

)

|k. Also ist
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‖Q̃k‖ ≤ C ∀κ ⇔ | R
(

e2πi
κ
N

)

|≤ 1. �

Bemerkung. Sei ω = e2πi
1
N = ω1 und ωκ = e2π1 κ

N . Dann gilt ωµκ = ωκµ = ωκµ1 = ωκµ.

Beispiel. Wir lösen die Diffusionsgleichung mit dem Verfahren

un+1
i = uni +

k

h2

(

uni−1 − 2uni + uni+1

)

.

Q = I +
k

h2
(S−1

+ − 2I + S+) = R(S+)

R(z) = 1 +
k

h2
(z−1 − 2 + z) = λ :=

k

h2
, λ > 0

= (1 − 2λ) + λz−1 + λz

R(ωκ) = (1 − 2λ) + 2λ
ωκ + ω−1

κ

2

= (1 − 2λ) + 2λ cos
(

2π
κ

N

)

κ ∈

〈

−
N

2
,
N

2

〉

| R(ωκ) |≤ 1 ⇔ 1 − 2λ ≥ 0, d.h. k ≤
h2

2

Dieses Verfahren ist bedingt stabil.

Beispiel. Wir lösen die Diffusionsgleichung mit dem Crank-Nicolson Verfahren (3.7).

un+1
i = uni +

k

2h2

(

uni−1 − 2uni + uni+1 + un+1
i−1 − 2un+1

i n+ un+1
i+1

)

⇔

un+1 =

[

I +
k

h2
(S+ − 2I + S−)

]

un +

[

k

h2
(S+ − 2I + S−)

]

un+1 ⇔

un+1
j =

[

I −
k

h2
(S+ − 2I + S−)

]−1 [

I +
k

h2
(S+ − 2I + S−)

]

un = Qun

R(z) =

[

1 −
k

h2
(z − 2 + z−1)

]−1 [

1 +
k

h2
(z − 2 + z−1)

]

R(ωκ) =
1

1 + 2λ(1 − cosωκ)
· [1 − 2λ(1 − cosωκ)]

λ :=
k

h2
, λ > 0, κ ∈

〈

−
N

2
,
N

2

〉

=
1 − x

1 + x
(xpositiv)

Daraus folgt, dass −1 ≤ (ωκ) ≤ 1 für alle κ ∈
〈

−N
2 ,

N
2

〉

. Das Crank-Nicolson Verfahren ist unbe-
dingt stabil.

Das explizite Verfahren (3.5) ist bedingt stabil. Das Verhältnis k
h2 muss kleiner oder glich 1

2 gewählt
werden. Das implizite Crank-Nicolson Verfahren (3.7) ist unbedingt stabil.
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Kapitel 4

ENO Verfahren

Essentially Non Oscillatory Verfahren (ENO Verfahren) sind stark nichtlineare Verfahren, die ent-
wickelt wurden um hyperbolische Erhaltungsgesetze zu lösen.

4.1 Rekonstuktion und Approximation in 1D

Gegeben sind die Funktionswerte von vi ≡ v(xi) an den Gitterpunkten xi. Gesucht ist eine nu-
merische Flussfunktion v̂i+1/2 ≡ v̂(vi−r, . . . vi+s), sodass die Flussdifferenz die Ableitung v′(x) von
k-ter Ordnung approximiert:

1

4xi
(v̂i+1/2 − v̂i−1/2) = v′(xi) +O(4xk) (4.1)

Bei dieser Herleitung achten wir nicht auf die Randbedingungen und nehmen an, dass vi für i ≤ 0
und i > N bekannt ist, falls benötigt.

Falls wir eine Funktion h(x) finden, welche

v(x) =
1

4x

∫ x+4x
2

x−4x
2

h(ξ)dξ (4.2)

erfüllt, dann gilt v′(x) = 1
4x

[

h
(

x+ 4x
2

)

− h
(

x− 4x
2

)]

. Um (4.1) zu erfüllen, suchen wir ein

v̂i+1/2 = h(xi+1/2) + O(4xk). Eigentlich bräuchten wir einen O(4xk+1) Ausdruck um (4.1) zu

erfüllen, da ein 4x im Nenner steht. In der Praxis ist der O(4xk) gewöhnlich glatt und somit
liefert die Differenz in (4.1) einen weiteres O(4x), welches sich mit dem im Nenner kürzt.

h(x) ist in Beziehung (4.2) nur indirekt definiert. Die bekannte Funktion v(x) ist der Zellmittelwert
der gesuchten Funktion h(x). Um h(x) zu bestimmen benötigen wir den folgenden Algorithmus.

Rekonstruktion von Zellmittelwerten. Gegeben sind die Zellmittelwerte einer Funktion v(x):

v̄i ≡
1

4x

∫ x+4x
2

x−4x
2

v(ξ)dξ. Gesucht ist ein Polynom pi(x) vom Grad ≤ k − 1 für jede Zelle Ii, sodass

pi(x) die Funktion v(x) im Inneren der Zelle Ii von k-ter Ordnung approximiert:

pi(x) = v(x) +O(4xk) (4.3)

Im Speziellen erhalten wir Approximationen von k-ter Ordnung für v(x) an den Zellgrenzen

v−i+1/2 = pi(xi+1/2) = v(xi+1/2) +O(4xk)

v+
i−1/2 = pi(xi−1/2) = v(xi−1/2) +O(4xk)

Wiederum nehmen wir an, dass v̄i für i ≤ 0 und i > N bekannt ist, falls benötigt.
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Wir betrachten die Zelle Ii und wählen einen Stencil, bestehend aus r Zellen links, s Zellen rechts
von Ii und der Zelle Ii selbst. (r, s ≥ 0; r + s + 1 = k; S(i) ≡ {Ii−r, . . . Ii+s}). Dann existiert ein
eindeutiges Polynom p(x) von Grad höchstens k − 1 = r + s (Wir lassen den Index i weg, solange
keine Verwechslungsgefahr besteht). Die Zellmittelwerte von p(x) stimmen in jeder Zelle von S(i)
mit denen von v(x) überein:

1

4x

∫ xj+1/2

xj−1/2

p(ξ)dξ = v̄j (4.4)

Wir wollen nun die Näherungen für v(x) an den Zellgrenzen berechnen. Die Abbildungen von
den gegebenen Zellmittelwerten v̄j im Stencil S(i) auf die Werte v−i+1/2 und v+

i−1/2 sind linear, es

existieren also Konstanten crj und c̃rj , welche von linken Teil r des Stencils S(i), von der Ordnung
k, aber nicht von der Funktion v abhängen, sodass

v−i+1/2 =

k−1
∑

j=0

crj v̄i−r+j v+
i−1/2 =

k−1
∑

j=0

c̃rj v̄i−r+j

Der mögliche Unterschied der Werte v+
i+1/2 und v−i+1/2 erklärt sich aus der Möglichkeit von ver-

schiedenen Stencils für die Zellen Ii und Ii+1. Man beachte auch, dass c̃rj = cr−1,j .

Um die Genauigkeitsabschätzung (4.3) zu zeigen, betrachten wir die Stammfunktion von v(x):

V (x) =

∫ x

−∞

v(ξ)dξ

wobei die untere Grenze −∞ durch jede andere feste Zahl ersetzt werden kann. Vi+1/2 kann durch
die Zellmittelwerte von v(x) ausgedrückt werden:

V (xi+1/2) =

i
∑

j=−∞

∫ j+1/2

j−1/2

v(ξ)dξ =

i
∑

j=−∞

v̄j 4 xj

Kennt man also die Zellmittelwerte {v̄j}, so kennt man auch die Stammfunktion V (x) an den
Zellgrenzen. P (x) sei das eindeutig bestimmte Polynom von Grad ≤ k, welches V (xj+1/2) an den
folgenden k + 1 Punkten

xi−r−1/2, . . . xi+s+1/2

interpoliert. p(x) sei seine Ableitung:
p(x) ≡ P ′(x)

Wir zeigen nun, dass (4.4) erfüllt ist:

1

4xj

∫ xj+1/2

xj−1/2

p(ξ)dξ =
1

4xj

∫ xj+1/2

xj−1/2

P ′(ξ)dξ

=
1

4xj

(

P (xj+1/2) − P (xj−1/2)
)

=
1

4xj

(

V (xj+1/2) − V (xj−1/2)
)

=
1

4xj

(∫ xj+1/2

−∞

v(ξ)dξ −

∫ xj−1/2

−∞

v(ξ)dξ

)

=
1

4xj

∫ xj+1/2

xj−1/2

v(ξ)dξ = v̄j j = i− r, . . . i+ s

Das dritte Gleichheitszeichen gilt, weil P (x) V (x) an den Stellen xj−1/2 und xj+1/2 interpoliert
für j = i− r, . . . i+ s. Aus der obigen Rechnung folgt, dass p(x) das gesuchte Polynom ist. Aus der
Standard Approximationstheorie [10] folgt

P ′(x) = V ′(x) +O(4xk) x ∈ Ii
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Das ist die Genauigkeitsabschätzung (4.3).

Die Herleitung der Werte für die Konstanten {crj}, die in Tabelle 4.1 angeführt sind findet man
in [11].

Zusammenfassung. Gegeben sind die Werte {vj}. Wir identifizieren sie mit Hilfe von (4.2) mit
den Zellmittelwerten einer anderen Funktion h(x), deren Stammfunktion H(x) =

∫ x

∞
h(ξ)dξ an

den Zellgrenzen x = xj+1/2 exakt bekannt ist, weil

H(xi+1/2) =

i
∑

j=−∞

∫ xj+1/2

xj−1/2

h(ξ)dξ = 4x

i
∑

j=−∞

vj

Wir verwenden die oben beschriebene Rekonstruktion von Zellmittelwerten um eine Approximati-
on von k-ter Ordnung für h(xi+1/2) zu bekommen. Dies ist dann der numerische Fluss v̂i+1/2.

Wenn also der Stencil für den Fluss v̂i+1/2 aus den k Gitterpunkten xi−r, . . . xi+s besteht, wobei
r + s = k − 1, dann kann man den Fluss v̂i+1/2 schreiben als

v̂i+1/2 =

k−1
∑

j=0

crjvi−r+j

wobei die Konstanten {crj} in Tabelle 4.1 abgedruckt sind.

Fixed Stencil Approximation. Ein fester Stencil gibt an, dass der linke Teil r des Stencils für
alle Stellen i gleich ist. Für überall glatte Funktionen v(x) erhält man die beste Approximation
entweder durch eine zentrierte Aprroximation r = s−1 für gerades k (zentriert bezüglich der Stelle
xi+1/2), oder durch einseitige Upwind Approximation r = s oder r = s− 2 für ungerades k.

Zum Beispiel erhält man eine Rekonstruktion vierter Ordnung für vi+1/2 durch

vi+1/2 = −
1

12
v̄i−1 +

7

12
v̄i +

7

12
v̄i+1 −

1

12
v̄i+2 +O(4x4)

und die zwei einseitigen Upwind Rekonstruktionen dritter Ordnung für vi+1/2 sind gegeben durch

vi+1/2 = −
1

6
v̄i−1 +

5

6
v̄i +

1

3
v̄i+1 +O(4x3)

oder vi+1/2 =
1

3
v̄i +

5

6
v̄i+1 −

1

6
v̄i+2 +O(4x3)

Analog erhält man einen zentrierten Fluss der Ordnung vier durch

v̂i+1/2 = −
1

12
vi−1 +

7

12
vi +

7

12
vi+1 −

1

12
vi+2

und daraus
1

4x

(

v̂i+1/2 − v̂i−1/2

)

= v′(xi) +O(4x4)

Die zwei einseitigen Upwind Flüsse der Ordnung drei sind

v̂i+1/2 = −
1

6
vi−1 +

5

6
vi +

1

3
vi+1

oder v̂i+1/2 =
1

3
vi +

5

6
vi+1 −

1

6
vi+2

und daraus erhält man
1

4x

(

v̂i+1/2 − v̂i−1/2

)

= v′(xi) +O(4x3)
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4.2 ENO Approximation in 1D

Beim Lösen von Hyperbolischen Erhaltungsgesetzen interessieren wir uns für die Klasse von stück-
weise glatten Funktionen. In der Nähe von Unstetigkeitsstellen ist ein fester Stencil für die Appro-
ximaton ungeeignet, weil in der Nähe solcher Unstetigkeiten Oszillationen entstehen können.

Abbildung 4.1: Oszillationen in der Nähe von Unstetigkeiten

Diese Oszillationen entstehen, weil der Stencil zur Berechnung von xi die Zelle mit der Unstetigkeit
enthält, wenn xi nur nahe genug bei der Unstetigkeit liegt.

Ein genauer Blick auf Abbildung 4.2 legt die Verwendung von anpassungsfähigen Stencils na-
he. Das heißt, der linke Teil r des Stencils wechselt mit xi. Die Grundidee ist es, falls möglich
zu verhindern, dass der Stencil für die Zelle Ii die Zelle mit der Unstetigkeit enthält. Um dies zu
erreichen betrachten wir die Newtonsche Interpolationsformel.

Definition (Dividierte Differenzen). Sei V (x) ≡
∫ x

−∞
v(ξ)dξ eine Stammfunktion von v(x)

und seien V [xi−1/2] ≡ V (xi−1/2) die dividierten Differenzen der Ordnung 0. Die dividierten Diffe-
renzen der Ordnung j (j ≥ 1) werden rekursiv definiert durch

V [xi−1/2, . . . xi+j−1/2] ≡
V [xi+1/2, . . . xi+j−1/2] − V [xi−1/2, . . . xi+j−3/2]

xi+j−1/2 − xi−1/2

Analog werden die dividierten Differenzen der Zellmittelwerte v̄ definiert:

v̄[xi] ≡ v̄i

v̄[xi, . . . xi+j ] =
v̄[xi+1, . . . xi+j ] − v̄[xi, . . . xi+j−1]

xi+j − xi

Die dividierten Differenzen der Ordnung 0 von v̄ sind die dividierten Differenzen der Ordnung 1
von V (x).

V [xi−1/2, xi+1/2] =
V (xi+1/2) − V (xi−1/2)

xi+1/2 − xi−1/2
= v̄i

Wir können also die dividierten Differenzen von V (x) der Ordnung ≥ 1 durch die von v̄ der Ord-
nung ≥ 0.

Das Newtonsche Interpolationspolynom P (x) der Ordnung k, welches V (x) an den k+ 1 Punkten
interpoliert, hat die Gestalt

P (x) =

k
∑

j=0

V [xi−r−1/2, . . . xi−r+j−1/2]

j−1
∏

m=0

(x− xi−r+m−1/2)
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Wir leiten P (x) ab und erhalten p(x)

p(x) =

k
∑

j=1

V [xi−r−1/2, . . . xi−r+j−1/2]

j−1
∑

m=0

j−1
∏

l = 0
l 6= m

(x− xi−r+l−1/2)

Beachte, dass in der Formel für p(x) nur dividierte Differenzen von V (x) der Ordnung ≥ 1 vor-
kommen. Folglich können wir p(x) ausschließlich durch dividierte Differenzen von v̄ ausdrücken.

Eine wichtige Eigenschaft [10] von dividierten Differenzen ist, dass

V [xi−1/2, . . . xi+j−1/2] =
V (j)(ξ)

j!

für ein ξ im Inneren des Stencils, also xi−1/2 < ξ < xi+j−1/2, so lange die Funktion V (x) im Stencil
glatt ist. Ist V (x) unstetig an einer Stelle im Inneren des Stencils, dann ist

V [xi−1/2, . . . xi+j−1/2] = O(1/4xj)

Daher sind dividierte Differenzen ein Maß für die Glattheit einer Funktion im Inneren eines Stencils.

Wir suchen nun k + 1 nebeneinanderliegende Punkte, die xi−1/2 und xi+1/2 enthalten müssen,
für die V (x) am glattesten ist, verglichen mit den anderen möglichen Stencils. Dies geschieht in
Schritten. In jedem Schritt wird ein Punkt zum Stencil hinzugefügt. Wir starten mit dem Stencil
S̃2(i) = {xi−1/2, xi+1/2}, wobei wir S̃ benützen um den Stencil für die Stammfunktion zu bezeich-

nen. Jeder Stencil S̃ für V hat einen entsprechenden Stencil S für v̄. S̃2(i) entspricht dem Stencil
S(i) = {Ii} für v̄, bestehend aus nur einer Zelle.

Die lineare Interpolation im Stencil S̃2(i) läßt sich in der Newtonschen Form schreiben als

P 1(x) = V [xi−1/2] + V [xi−1/2, xi+1/2](x− xi−1/2)

Im nächsten Schritt, haben wir zwei Möglichkeiten unseren Stencil auszuweiten, indem wir einen
Gitterpunkt hinzufügen: Wir können entweder den linken Nachbar xi−3/2 hinzufügen, und erhalten
somit das quadratische Interpolationspolynom

R(x) = P 1(x) + V [xi−3/2, xi−1/2, xi+1/2](x− xi−1/2)(x− xi+1/2)

Oder wir fügen den rechten Nachbar xi+3/2 hinzu, womit wir das folgende Interpolationspolynom
erhalten

S(x) = P 1(x) + V [xi−1/2, xi+1/2, xi+3/2](x− xi−1/2)(x− xi+1/2)

Der Unterschied zwischen P 1(x) und R(x) bzw. S(x) ist die Funktion (x − xi−1/2)(x − xi+1/2)
multipliziert mit zwei verschiedenen Konstanten. Diese beiden Konstanten sind die beiden divi-
dierten Differenzen von V (x) in zwei verschiedenen Stencils. Eine betragsmäßig kleinere dividierte
Differenz sagt aus, dass die Funktion im dazugehörigen Stencil glatter ist. Um zu entscheiden wel-
chen Gitterpunkt wir hinzufügen, vergleichen wir die beiden relevanten dividierten Differenzen und
nehmen jene mit dem kleineren Absolutbetrag.

Also wenn | V [xi−3/2, xi−1/2, xi+1/2] |<| V [xi−1/2, xi+1/2, xi+3/2] |, dann nehmen wir den Drei-

Punkt-Stencil S̃3(i) = {xi−3/2, xi−1/2, xi+1/2}, anderenfalls nehmen wir S̃3(i) = {xi−1/2, xi+1/2, xi+3/2}.
Diese Verfahren kann man weiter fortsetzen.

Im Falle eines äquidistanten Gitters empfiehlt es sich nichtdividierte Differenzen zu verwenden:

V
〈

xi−1/2, xi+1/2

〉

= V
[

xi−1/2, xi+1/2

]

= v̄i

V
〈

xi−1/2, . . . xi+j+1/2

〉

= V
〈

xi+1/2, . . . xi+j+1/2

〉

− V
〈

xi−1/2, . . . xi+j−1/2

〉

(j ≥ 1)
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Dies reduziert die Rechenzeit und reduziert Round-Off Fehler.

Wenn der Stencil ermittelt wurde, kann man v−i+1/2 und v+
i−1/2 mit den vorgespeicherten Wer-

ten crj berechnen. Daraus erhält man dann die Flüsse v̂.

ENO Rekonstruktion. Gegeben sind die Zellmittelwerte {v̄i} einer Funktion v(x). Wir erhalten
eine stückweise polynomiale Rekonstruktion von Grad höchstens k − 1, auf folgende Weise:

1. Berechne (nicht)dividierte Differenzen der Ordnung 1 bis k der Stammfunktion V (x), mit
Hilfe von v̄.

2. In der Zelle Ii starte mit dem Zwei-Punkt-Stencil S̃2(i) = {xi−1/2, xi+1/2} für V (x), welcher
äquivalent zum Stencil S1(i) = {Ii} ist.

3. S̃l(i) = {xj+1/2, . . . sj+l−1/2} ist bekannt für l = 2, . . . k. Füge einen der benachbarten Punkte
xj−1/2 oder xj+l+1/2 zum Stencil hinzu, entsprechend dem ENO Verfahren:

• Wenn | V [xj−1/2, . . . xj+l−1/2] |<| V [xj+1/2, . . . xj+l+1/2] |, dann füge xj−1/2 dem Sten-

cil S̃l(i) hinzu und erhalte S̃l+1(i) = {xj−1/2, . . . xj+l−1/2}

• Andernfalls, füge xj+l+1/2 dem Stencil S̃l(i) hinzu und erhalte S̃l+1(i) = {xj+1/2, . . . sj+l+1/2}

4. Verwende die Lagrangesche oder die Newtonsche Form des Interpolationspolynoms um pi(x)
zu berechnen. Dies ist ein Polynom vom Grad ≤ k− 1 in Ii. Verwende pi(x) um Approxima-
tionen an den Zellgrenzen zu erhalten.

v−i+1/2 = pi(xi+1/2), v+
i−1/2 = pi(xi−1/2)

Diese Approximationen können auch unter Verwendung der vorgespeicherten Konstanten crj
berechnet werden.

Eigenschaften der ENO Interpolation. Gegeben sei eine stückweise glatte Funktion V (x). Wir
starten mit einem Zwei Punkte Stencil S̃2(i) = {xi−1/2, xi+1/2} im Schritt 2 der ENO Rekonstruk-
tion. Die ENO Interpolation hat folgende Eigenschaften [3]:

1. Die Fehlerabschätzung
Pi(x) = V (x) +O(4xk+1), x ∈ Ii

gilt in jeder Zelle Ii, welche keine Unstetigkeit enthält.

2. Pi(x) ist monoton in jeder Zelle Ii, welche die Unstetigkeitsstelle von V (x) enthält.

3. Die Rekonstruktion ist TVB (total variation bounded). Das heißt, es existiert eine Funktion
z(x) mit

z(x) = Pi(x) +O(4xk+1), x ∈ Ii

für alle Zellen Ii (inklusive der Zellen mit Unstetigkeitsstellen), sodass gilt

TV(z) ≤ TV(v)

4.3 Weighted ENO Approximation in 1D

Im Folgenden beschreiben wir weighted ENO (WENO) Verfahren [9, 5]. WENO ist eine Weiter-
entwicklung von ENO. Statt nur einen der in Frage kommenden Stencils zur Rekonstruktion zu
verwenden, verwendet man eine konvexe Kombination von allen.

Betrachten wir die k in Frage kommenden Stencils

Sr(i) = {xi−r, . . . xi−r+k−1}, r = 0, . . . k − 1 (4.5)
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Daraus erhalten wir k verschiedene Rekonstruktionen für die Werte vi+1/2

v
(r)
i+1/2 =

k−1
∑

j=0

crj v̄i−r+j , r = 0, . . . k − 1 (4.6)

Die WENO Rekonstruktion nimmt nun eine konvexe Konbination von allen v
(r)
i+1/2 als neue Ap-

proximation für die Werte v(xi+1/2) an den Zellgrenzen:

vi+1/2 =

k−1
∑

r=0

ωrv
(r)
i+1/2 (4.7)

Der Schlüssel zum Erfolg von WENO ist die Wahl der Gewichte ωr. Für Stabilität und Konsistenz
verlangen wir

ωr ≥ 0,

k−1
∑

r=0

ωr = 1 (4.8)

Wenn die Funktion v(x) in allen in Frage kommenden Stencils glatt ist, dann gibt es Konstanten
dr sodass

vi+1/2 =

k−1
∑

r=0

drv
(r)
i+1/2 = v(xi+1/2) +O(4x2k−1) (4.9)

Die Konstanten dr für 1 ≤ k ≤ 3 sind gegeben durch

k = 1 : d0 = 1

k = 2 : d0 =
2

3
, d1 =

1

3

k = 3 : d0 =
3

10
, d1 =

3

5
, d2 =

1

10

Alle dr sind positiv und
∑k−1
r=0 dr = 1. Im glatten Fall möchten wir

ωr = dr +O(4xk−1), r = 0, . . . k − 1

woraus wir eine Genauigkeit der Ordnung 2k − 1 erhalten würden:

vi+1/2 =
k−1
∑

r=0

ωrv
(r)
i+1/2 = v(xi+1/2) +O(4x2k−1) (4.10)

weil

k−1
∑

r=0

ωrv
(r)
i+1/2 −

k−1
∑

r=0

drv
(r)
i+1/2 =

k−1
∑

r=0

(ωr − dr)
(

v
(r)
i+1/2 − v(xi+1/2)

)

=

k−1
∑

r=0

O(4xk−1)O(4k) = O(42k−1)

Enthält die Funktion v(x) in einem oder mehreren Stencils (4.5) eine Unstetigkeitsstelle, möchten
wir dass die dazugehörigen Gewichte ωr gleich 0 sind, um die erfolgreiche ENO Idee fortzusetzen.
Wünschenswert wäre es, wenn die Gewichte glatte Funktionen der involvierten Zellmittelwerte
sind. Weiters möchten wir, dass die Gewichte einfach mit dem Computer zu berechnen sind. Poly-
nome und rationale Funktionen sind folglich Exponentialfunktionen vorzuziehen.

Diese Überlegungen führen auf Gewichte der Form

ωr =
αr

∑k−1
s=0 αs

, r = 0, . . . k − 1 (4.11)
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mit

αr =
dr

(ε+ βr)2
(4.12)

Dabei ist ε > 0 die Maschinenkonstante und wird eingeführt, damit der Nenner nie 0 wird. Ein
guter Wert für ε ist ε = 10−6. Die βr heißen Glattheitsindikatoren der Stencils Sr(i): Wenn die
Funktion v(x) im Stencil Sr(i) glatt ist, verlangen wir

βr = O(4x2)

und wenn v(x) eine Unstetigkeitsstelle in Stencil Sr(i) enthält, verlangen wir

βr = O(1)

Für die Gewichte ωr in (4.11) bedeutet das

ωr = O(1)

wenn die Funktion v(x) im Stencil Sr(i) glatt ist, und

ωr = O(4x4)

wenn v(x) im Stencil Sr(i) eine Unstetigkeitsstelle hat.

Wenn die konkrete Form der Glattheitsindikatoren βr gegeben ist, muss man überprüfen, ob die
Fehlerabschätzung (4.10) gilt. Für alle Glattheitsindikatoren βr erfüllen die in (4.11) definierten
Gewichte (4.8). Um (4.10) zu erfüllen reicht es, wenn gilt

βr = D(1 +O(4xk−1)), r = 0, . . . k − 1 (4.13)

wobei D 6= 0, unabhängig von r.

Die ENO Rekonstruktion sucht den glattesten Stencil durch den Vergleich von (nicht)dividierten
Differenzen. In [5] werden Glattheitsindikatoren βr konstruiert. Sei pr(x) das Rekonstruktionspo-
lynom im Stencil Sr(i). Wir definieren

βr =

k−1
∑

l=1

∫ xi+1/2

xi−1/2

4x2l−1

(

∂lpr(x)

∂lx

)2

dx (4.14)

Für k = 2 erhalten wir die Glattheitsindikatoren

β0 = (v̄i+1 − v̄i)
2

β1 = (v̄i − v̄i−1)
2 (4.15)

Für k = 3 erhalten wir die Glattheitsindikatoren

β0 =
13

12
(v̄i − 2v̄i+1 + v̄i+2)

2 +
1

4
(3v̄i − 4v̄i+1 + v̄i+2)

2

β1 =
13

12
(v̄i−1 − 2v̄i + v̄i+1)

2 +
1

4
(v̄i−1 − v̄i+1)

2 (4.16)

β2 =
13

12
(v̄i−2 − 2v̄i−1 + v̄i)

2 +
1

4
(v̄i−2 − 4v̄i−1 + 3v̄i)

2

(4.15) liefert ein WENO Verfahren dritter Ordnung, (4.16) liefert ein WENO Verfahren fünfter
Ordnung.

Weighted ENO Rekonstruktion. Gegeben sind die Zellmittelwerte {v̄i} einer Funktion v(x).
Für jede Zelle Ii erhalten wir eine Approximation der Ordnung (2k−1) für v(x) an den Zellgrenzen
(v+
i−1/2 und v−i+1/2) auf die folgende Weise
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1. Berechne die k Approximationen v
(r)
i+1/2 der Ordnung k in (4.6), mit Hilfe der Stencils (4.5),

für r = 0, . . . k − 1.

Berechne die k Approximationen v
(r)
i−1/2 der Ordnung k, mit Hilfe der Stencils (4.5), für

r = 0, . . . k − 1.

2. Bestimme die Konstanten dr und d̃r, sodass

vi+1/2 =

k−1
∑

r=0

drv
(r)
i+1/2 = v(xi+1/2) +O(4x2k−1) und

vi−1/2 =

k−1
∑

r=0

d̃rv
(r)
i−1/2 = v(xi−1/2) +O(4x2k−1)

gilt. Aus Symmetriegründen gilt
d̃r = dk−1−r

3. Bestimme die Glattheitsindikatoren βr in (4.14) für r = 0, . . . k−1. Explizite Werte für k = 2
und k = 3 sind in (4.15) und (4.16) angegeben.

4. Bilde die Gewichte ωr und ω̃r mit Hilfe von (4.11)-(4.12) und

ω̃r =
α̃r

∑k−1
s=0 α̃s

, α̃r =
d̃r

(ε+ βr)2
, r = 0, . . . k − 1

5. Berechne die Rekonstruktionen der Ordnung 2k − 1

v−i+1/2 =

k−1
∑

r=0

ωrv
(r)
i+1/2, v+

i−1/2 =

k−1
∑

r=0

ω̃rv
(r)
i−1/2 (4.17)

4.4 ENO und WENO Verfahren für 1D Erhaltungsgesetze

Im Folgenden beschreiben wir ENO und WENO Verfahren für 1D Erhaltungsgesetze

ut(x, t) + fx (u(x, t)) = 0 a ≤ x ≤ b (4.18)

mit passenden Anfangs- und Randbedingungen. Wir konzentrieren uns auf räumliche Diskretisie-
rung und lassen die Zeitvariable stetig (Method of Lines Ansatz).

Finite Differenzen Formulierung. Wir lösen (4.18) direkt mit folgendem Ansatz

dui(t)

dt
= −

1

4x
(f̂i+1/2 − f̂i−1/2)

wobei ui(t) die numerische Approximation des Punktwerts u(xi, t) ist und der numerische Fluss

f̂i+1/2 = f̂(ui−r, . . . xi+s) folgende Bedingungen erfüllt:

• f̂ ist eine Lipschitz stetige Funktion in allen Variablen

• f̂ ist konsistent mit dem physikalischen Fluss f , das heißt f̂(u, . . . u) = f(u)

Den numerische Fluss f̂i+1/2 erhält man durch die ENO oder WENO Rekonstruktion mit v̄(x) =
f(u(x, t)). Um Stabilität zu gewährleisten ist es wichtig, dass Upwindig verwendet wird, bei der
Berechnung des Flusses. Der einfachste und am wenigsten aufwendigste Weg um Upwindig zu

erreichen ist der Folgende: Berechne den Roe-Speed āi+1/2 =
f(ui+1/2)−f(ui−1/2)

ui+1/2−ui−1/2
und

• wenn āi+1/2 ≥ 0, dann weht der Wind von links nach rechts. Wir nehmen also v−i+1/2 zur

Berechnung des numerischen Flusses f̂i+1/2
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• wenn āi+1/2 < 0, dann weht der Wind von rechts nach links. Wir nehmen also v+
i+1/2 zur

Berechnung des numerischen Flusses f̂i+1/2

Ein Nachteil des ENO-Roe ist, dass man eventuell Lösungen erhält, welche die Entopiebedingung
verletzen. Um dies zu vermeiden, verwendet man globales Flux Splitting:

f(u) = f+(u) + f−(u) wobei
df+(u)

du
≥ 0,

df−(u)

du
≤ 0

Die einfachste Version ist Lax-Friedrich Flux Splitting:

f± =
1

2
(f(u) ± αu)

wobei α = maxu | f ′(u) |.
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Tabelle 4.1: Konstanten crj

k r j=1 j=2 j=3 j=4 j=5

1 -1 1
0 1

-1 3/2 -1/2
2 0 1/2 1/2

1 -1/2 3/2

-1 11/6 -7/6 1/3
3 0 1/3 5/6 -1/6

1 -1/6 5/6 1/3
2 1/3 -7/6 11/6

-1 25/12 -23/12 13/12 -1/4
0 1/4 13/12 -5/12 1/12

4 1 -1/12 7/12 7/12 -1/12
2 1/12 -5/12 13/12 1/4
3 -1/4 13/12 -23/12 25/12

-1 137/60 -163/60 137/60 -21/20 1/5
0 1/5 77/60 -43/60 17/60 -1/20

5 1 -1/20 9/20 47/60 -13/60 1/30
2 1/30 -13/60 47/60 9/20 -1/20
3 -1/20 17/60 -43/60 77/60 1/5
4 1/5 -21/20 137/60 -163/60 137/60
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Kapitel 5

Runge Kutta Verfahren

Runge Kutta Verfahren werden verwendet um gewöhnliche Differentialgleichungen der Form

ut = L(u)

mit passenden Anfangsbedingungen zu lösen. Mit Hilfe der Method of Lines Methode erhält man
aus der Diffusionsgleichung ut = uxx N solche gewöhnliche Differentialgleichungen

ut(xi) = Li(u
n) i = 1, . . . N

Dabei wird uxx an jeder Stelle xi mit einer Differenzenapproximation angenähert und mit Li(u
n)

bezeichnet.

In Kapitel 2 betrachteten wir als Zeitdiskretisierung nur das Euler (Vorwärts) Verfahren

ut(xi) ≈
un+1
i − uni

k

Runge Kutta Verfahren sind Einschrittverfahren. Zur Berechnung der Funktionswerte zum nächsten
Zeitpunkt werden Zwischenschritte eingeführt.

Beispiel Ein explizites 2-Schritt Runge Kutta Verfahren ist gegeben durch

u
(1)
i = uni +

1

2
kLi(u

n)

un+1
i = uni + kLi(u

(1))

Im ersten Schritt werden mit dem Euler Verfahren Zwischenwerte berechnet, die ui(tn+1/2) appro-
ximieren. Im zweiten Schritt wird die räumliche Differenzenapproximation Li am Mittelpunkt des
Zeitintervalls berechnet.

Allgemeine Form des Runge Kutta Verfahrens. Die allgemeine Form des Runge Kutta
Verfahrens [12] hat die Gestalt

u
(j)
i =

j−1
∑

k=0

αjku
(k)
i + kβjkLi(u

(k)) j = 1, . . .m, i = 1, . . . N

u
(0)
i = uni , u

(m)
i = un+1

i (5.1)

Im Folgenden werden die Koeffizienten von Runge Kutta Verfahren der Ordnungen 2 und 3 [12]
angeführt.

m = 2 : α11 = 1, β11 = 1

α20 =
1

2
, α21 =

1

2
, β20 = 0, β21 =

1

2
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m = 3 : α11 = 1, β11 = 1

α20 =
3

4
, α21 =

1

4
, β20 = 0, β21 =

1

4

α30 =
1

3
, α31 = 0, α32 =

2

3
, β30 = 0, β31 = 0, β32 =

2

3
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Kapitel 6

Numerische Ergebnisse

Im Folgenden sollen ENO und WENO Verfahren auf die 1D Diffusionsgleichung (eine parabolische
partielle Differentialgleichung) verallgemeinert werden. Weiters soll untersucht werden, ob die ENO
und WENO Verfahren für k

h2 ≤ C mit C > 1
2 stabil sind.

6.1 Aufbereiten des ENO und WENO Algorithmus für die
Diffusionsgleichung

Hyperbolische Erhaltungsgesetze. ENO und WENO Verfahren wurden zur numerischen Lösung
von hyperbolischen Erhaltungsgesetzen [7] entwickelt. 1D Erhaltungsgesetze haben die Gestalt

ut(x, t) + fx(u(x, t)) = 0 a ≤ x ≤ b (6.1)

wobei f eine nichtlineare Funktion in u ist.

Sei a(u) = df
du . Dann können wir (6.1) in der Form

ut + a(u)ux = 0 (6.2)

schreiben. Folglich ist u konstant entlang Trajektorien x(t), welche sich mit Geschwindigkeit

a =
dx

dt
(6.3)

ausbreiten. Deshalb heißt a Signalgeschwindigkeit. Die Trajektorien, welche (6.3) erfüllen heißen
Charakteristiken. Da u konstant entlang den Trajektorien und a = dx

dt ist, sind die Charakteristiken
Geraden in der (x− t) Ebene.

Diffusionsgleichung. Die 1D Diffusionsgleichung hat die Gestalt

ut = uxx (6.4)

Diese Gleichung lässt sich umschreiben zu

ut − uxx = 0

ut + (−ux)x = 0 (6.5)

Vergleicht man (6.1) und (6.5) so sieht man

f = −ux (6.6)

Der Method of Lines Ansatz für die Lösung von hyperbolischen Erhaltungsgesetzen mit Hilfe von
ENO und WENO Verfahren liefert

dui(t)

dt
= −

1

4t
(f̂i+1/2 − f̂i−1/2) (6.7)

35



wobei f̂i+1/2 der numerische Fluss an der Zellgrenze xi+1/2 ist, welcher mit ENO oder WENO
Verfahren berechnet wird.

Programm. Um die Diffusionsgleichung mit ENO oder WENO Verfahren zu lösen, müssen fol-
gende drei Schritte durchgeführt werden:

1. Berechne ux, zum Beispiel mit Hilfe eines zentralen Differenzenquotienten

2. Berechne f = −ux an den Zellgrenzen mit Hilfe von ENO oder WENO Verfahren

3. Bilde das Schema (6.7) mit einer geeigneten Zeitdiskretisierung für dui(t)
dt .

Angenommen die Anfangsbedingung u(x, 0) sei beschränkt und stetig, u(x, 0) ≥ 0 aber u(x, 0) 6≡ 0.
Dann ist u(x, t) tatsächlich positiv für alle Punkte x ∈ R und Zeiten t > 0 (vergleiche Kapitel 2.3).
Das heißt, Störungen breiten sich in alle Richtungen aus. Deshalb wird bei der Berechnung von
f̂i+1/2 im Schritt 2 kein Upwinding verwendet.

Räumliche Diskretisierung. Berechnungen wurden mit folgenden Methoden durchgeführt:

• ENO Verfahren der Ordnungen 2,3,4,5

• WENO Verfahren der Ordnung 5

• Fixed Stencil Approximation der Ordnungen 2,4

• Zentraler Differenzenquotient

Zeitliche Diskretisierung. Berechnungen wurden mit folgenden Methoden durchgeführt:

• Euler (Vorwärts) Verfahren

• Runge Kutta Verfahren der Ordnung 2,3

6.2 Ergebnisse

Alle Berechnungen wurden mit n = 128 physikalischen Gitterpunkten durchgeführt. Zusätzlich
wurden auf jeder Seite 5 Ghost Cells verwendet um die periodischen Randbedingungen zu realisie-
ren.

6.2.1 Stetige Anfangsbedingung

Wir betrachten die 1D Diffusionsgleichung

ut = uxx − π ≤ x ≤ +π

mit der Anfangsbedingung
u(x, 0) = cosx

und mit periodischen Randbedingungen.

Tabelle 6.1 zeigt bis zu welcher Courantzahl c = k
h2 die verwendeten Algorithmen stabil sind.

In Tabelle 6.2 werden verschiedene numerische Algorithmen zur Lösung der Diffusionsgleichung
verglichen. Die natürliche Diskretisierung (3.5) ist für Courantzahlen c ≤ 0.5 stabil. Löst man die
Diffusionsgleichung mit Hilfe eines ENO Algorithmus dritter Ordnung (ENO 3) und c = 0.5 so
sieht man, dass der Rechenfehler halb so groß verglichen mit der natürlichen Diskretisierung ist,
aber circa acht mal so viel Rechenzeit benötigt wird. Erhöht man die Courantzahl auf c = 1.0,
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verliert man den Vorteil in der Rechengenauigkeit und die Rechenzeit ist noch immer deutlich
höher.

Mit steigender Courantzahl sinkt zwar die benötigte Rechenzeit für die Verfahren ENO, WENO
und Fixed Stencil, die Genauigkeit nimmt aber ab.
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Tabelle 6.1: Stabilität der numerischen Verfahren

Numerisches Verfahren Zeitdiskretisierung Stabil bis Courantzahl c = k
h2

ENO 2 Euler Vorwärts 1.6
ENO 3 Euler Vorwärts 1.4
ENO 4 Euler Vorwärts 1.3
ENO 5 Euler Vorwärts 1.2
ENO 2 Runge Kutta 3 2.0
ENO 3 Runge Kutta 3 1.7
ENO 4 Runge Kutta 3 1.6
ENO 5 Runge Kutta 3 1.6
WENO 5 Euler Vorwärts 1.4
WENO 5 Runge Kutta 3 1.6
Fixed Stencil 2 Euler Vorwärts 2.0
Fixed Stencil 2 Runge Kutta 3 2.5
Fixed Stencil 4 Euler Vorwärts 1.4
Fixed Stencil 4 Runge Kutta 3 1.8

Tabelle 6.2: Vergleich der numerischen Verfahren

Numerisches Verfahren Courantzahl Fehler Rechenzeit
c = k

h2 ‖ · ‖∞ [s]
ENO 3 0.5 1.0508 · 10−7 2.443514
ENO 3 1.0 4.3152 · 10−7 1.161670
WENO 5 0.5 1.0524 · 10−7 6.829821
WENO 5 1.0 4.3169 · 10−7 3.354824
Fixed Stencil 4 0.5 1.0506 · 10−7 1.281843
Fixed Stencil 4 1.0 4.3151 · 10−7 0.6409216
Fixed Stencil 4 1.3 5.8329 · 10−7 0.5007200
Natürliche Diskretisierung 0.5 1.9605 · 10−7 0.3204608
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Abbildung 6.1: Numerische Lösung zu den Zeitpunkten t = 0, 1, 2, . . . 7 berechnet mit ENO 3 und
Courantzahl c = k

h2 = 1.0
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Abbildung 6.2: Numerische Lösung zu den Zeitpunkten t = 10, 20, 30, 40 berechnet mit ENO 3 und
Courantzahl c = k

h2 = 1.0
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Abbildung 6.3: Enstehen von Oszillationen mit Periode 2. Numerische Lösung zu den Zeitpunkten
t = 27, 28, . . . 34, berechnet mit ENO 3 und Courantzahl c = k

h2 = 1.0
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Die Abbildungen 6.1, 6.2 und 6.3 zeigen die Zeitentwicklung (berechnet mit einem ENO Verfahren
dritter Ordnung) der Cosinusfunktion zu ausgewählten Zeiten.

Abbildung 6.2 zeigt, dass sich im Laufe der Zeit aus der Cosinusfunktion eine Flip Flop Funktion
entwickelt. Dieses Phänomen zeigt sich auch bei der Verwendung von WENO Verfahren, Fixed
Stencil Approximationen und auch bei der Berechnung mit Hilfe der natürlichen Diskretisierung
(3.5).

Abbildung 6.3 zeigt die Entstehung dieser regelmäßigen Oszillationen mit Periode 2. Da in den
verwendeten Algorithmen (ENO, WENO, Fixed Stencil) die Ableitung ux mit einem zentralen

Differenzenquotienten
un

i+1−u
n
i−1

2h berechnet wird stellt sich ein stabiler Zustand ein. Die Ableitung
ux der Flip Flop Funktion hat an jeder Stelle den Wert 0.

Dieses Verhalten kann auch nicht verhindert werden, indem man den Fluss f = ux an den Zellmit-
telpunkten (statt an den Zellgrenzen) berechnet und nachher den Fluss an den Zellgrenzen durch
Mittelung der zwei benachbarten Flüsse an den Zellmittelpunkten berechnet.
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6.2.2 Unstetige Anfangsbedingung

Wir betrachten die 1D Diffusionsgleichung

ut = uxx 0 ≤ x ≤ 1

mit der Anfangsbedingung

u(x, 0) =

{ 0.4 wenn 0 ≤ x ≤ 1
3

1.2 wenn 1
3 < x < 2

3
0.4 wenn 2

3 ≤ x ≤ 1

und mit periodischen Randbedingungen.

In Abschnitt 6.2.1 haben wir gesehen, bis zu welcher Courantzahl c die verwendeten Algorith-
men Probleme mit stetigen Anfangsbedingungen stabil lösen können. Die Abbildungen 6.4 und
6.5 zeigen die numerischen Lösungen (berechnet mit einem ENO Verfahren dritter Ordnung) mit
unstetiger Anfangsbedingung nach den ersten Zeitschritten k. Dabei sieht man, dass bei der Be-
rechnung mit Courantzahl c = 1.0 immer wieder Ecken in der Lösung entstehen. Mit Courantzahl
c = 0.5 erhält man eine glatte Lösung.

Auch bei diesen Problemen entstehen wieder Oszillationen mit Periode 2, die hier allerdings nicht
regelmäßig sind (siehe Abbildung 6.8). Der Algorithmus bleibt aber stabil.
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Abbildung 6.4: Numerische Lösung nach 0,1,2,3 Zeitschritten k, berechnet mit ENO 3 und Cou-
rantzahl c= k

h2 = 0.5 (links) und Courantzahl c= k
h2 = 1.0 (rechts)
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Abbildung 6.5: Numerische Lösung nach 4,5,6,7 Zeitschritten k, berechnet mit ENO 3 und Cou-
rantzahl c= k

h2 = 0.5 (links) und Courantzahl c= k
h2 = 1.0 (rechts)
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Abbildung 6.6: Numerische Lösung zum Zeitpunkt t = 1 berechnet mit ENO 3 und Courantzahl
c= k

h2 = 0.5 (links) und Courantzahl c= k
h2 = 1.0 (rechts)

Abbildung 6.7: Numerische Lösung zum Zeitpunkt t = 10 berechnet mit ENO 3 und Courantzahl
c= k

h2 = 0.5 (links) und Courantzahl c= k
h2 = 1.0 (rechts)

Abbildung 6.8: Numerische Lösung (Vergrößerung) zum Zeitpunkt t = 10 berechnet mit ENO 3
und Courantzahl c= k

h2 = 0.5 (links) und Courantzahl c= k
h2 = 1.0 (rechts)
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Anhang A

Laxscher Äquivalenzsatz

Banachräume. Als erstes werden einige Grundlagen über Banachräume wiederholt. Die Beweise
der Sätze findet man zum Beispiel in [6].

Sei X ein Vektorraum über einem skalaren Körper und sei ‖ · ‖ : X → R eine Norm auf X.
Wir bezeichnen X mit ‖ · ‖ als normierten Raum.

Eine Folge {un} in einem normierten Raum konvergiert gegen den Grenzwert u ∈ X wenn
limn→∞ ‖un − u‖ = 0. In diesem Fall schreiben wir un → u. Eine Folge {un} in einem nor-
mierten Raum heißt Cauchy Folge wenn limm,n→∞ ‖um − un‖ = 0. Ein normierter Raum, indem
alle Cauchy Folgen konvergieren heißt vollständiger normierter Raum oder Banachraum.

Satz A.1 Eine Teilmenge D eines Banachraums X ist vollständig (also auch ein Banachraum)
dann und nur dann wenn D in X abgeschlossen ist.

Seien X und Y zwei Banachräume, und D ⊂ X. Sei T ein Operator der auf D definiert ist
und dessen Bild in Y enthalten ist, T : D ⊂ X → Y . T ist linear wenn D ein Teilraum von X ist
und

T (u+ v) = Tu+ Tv

T (αu) = αTu

für alle u, v ∈ D und Skalare α gilt. Ein linearer Operator heißt beschränkt, wenn es eine Konstante
K gibt, sodass

‖Tu‖ ≤ K‖u‖ (A.1)

für alle u ∈ D. Beachte, dass die Normen auf X und Y verschieden sein können, dies wird aber
nicht gekennzeichnet.

Sei T : D ⊂ X → Y ein beschränkter linearer Operator. Das Infimum der Menge aller oberen
Schranken heißt die Norm von T und wird mit ‖T‖ bezeichnet. Es gilt

‖T‖ = sup
u6=0

‖Tu‖

‖u‖
= sup

‖u‖=1

‖Tu‖

Eine Familie Γ von linearen Operatoren T : X → Y heißt gleichmäßig beschränkt wenn es eine
Konstante K gibt, sodass (A.1) für alle T ∈ Γ und u ∈ X hält.

Satz A.2 (Banach-Steinhaus). Eine Familie Γ von beschränkten linearen Operatoren von ei-
nem Banachraum X in sich selbst ist gleichmäßig beschränkt wenn für jedes u ∈ X die Menge der
Normen

S = {‖Tu‖ | T ∈ Γ}

beschränkt ist.

47



Banachraum Formulierung des Anfangswertproblems. Sei X ein Banachraum mit Norm
‖ · ‖, und sei A : Y ⊂ X → X ein linearer Operator. Eine echte Lösung u(t) des abstrakten
Anfangswertproblems

du(t)

dt
= Au(t), 0 ≤ t ≤ T (A.2)

u(0) = u0

ist eine einparametrige Familie von Elementen u(t) ∈ Y , für die u(0) = u0 und

lim
4t→0

‖
u(t+ 4t) − u(t)

4t
−Au(t)‖ = 0, 0 ≤ t ≤ T (A.3)

Es empfielt sich u(t) für jedes t als Element eines Funktionenraums der Variable x, und A als
linearen Differentialoperator (unabhängig von t) vorzustellen.

Sei D ⊂ Y ein Unterraum von Anfangsbedingungen u0 sodass das Problem (A.2) eine eindeutige
echte Lösung hat. Für jedes feste t, heißt E0(t) : D → X, E0(t)u0 = u(t) echter Lösungsoperator.
E0(t) ist ein linearer Operator.

Problem (A.2) heißt sachgemäß gestellt (auf X), wenn

1. es einen Unterraum D von Anfangsbedingungen gibt, der in X dicht ist, und

2. die dazugehörige Familie von echten Lösungsoperatoren E0(t), 0 ≤ t ≤ T gleichmäßig be-
schränkt ist.

Wenn u(t) und v(t) zwei echte Lösungen zu den Anfangsbedingungen u0 und v0 sind, und wenn
das Problem sachgemäß gestellt ist, dann folgt aus 2 die Existenz einer Konstanten K sodass für
alle 0 ≤ t ≤ T

‖u(t) − v(t)‖ = ‖E0(t)(u0 − v0)‖ ≤ K‖u0 − v0‖

gilt Die Lösung hängt also stetig von der Anfangsbedingung ab.

Satz A.3 Die echte Lösung u(t) = E(t)u0, u0 ∈ X ist stetig auf dem Intervall [0, T ].

Beweis. Sei t ∈ [0, T ] fest un {u0n} eine Folge in D mit u0n → u0. Wenn s ∈ [0, T ], dann
gilt

‖u(s) − u(t)‖ = ‖E(s) − E(t))u0‖

≤ ‖E(s)(u0 − u0n)‖ + ‖(E(s) − E(t))u0n‖ + ‖E(t)(u0n − u0)‖

Da (A.2) sachgemäß gestellt ist, erhalten wir

‖u(s) − u(t)‖ ≤ 2K‖u0 − u0n‖ + ‖un(s) − un(t)‖

wobei K eine Konstante ist und un(t) = E(t)u0n die echte Lösung zu u0n ist. Gemäß (A.3) existiert
ein ηn ∈ X mit lims→t ‖ηn‖ = 0 und

‖un(s) − un(t)‖ ≤| s− t | [‖Aun(t)‖ + ‖ηn‖]

Fasst man die beiden letzten Gleichungen zusammen, erhält man

‖u(s) − u(t)‖ ≤ 2K‖u0 − u0n‖+ | s− t | [‖Aun(t)‖ + ‖ηn‖]

Sei ε > 0 gegeben. Wir wählen n so groß, dass der erste Term auf der rechten Seite kleiner ε/2
ist. Wir können dann δ so wählen, dass der zweite Term ebenfalls nicht größer als ε/2 ist, wenn
| s− t |≤ δ.

�
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Der folgende Satz zeigt die sogenannte Halbgruppeneigenschaft von E(t).

Satz A.4 Für alle s, t, s+ t in [0, T ] gilt

E(s+ t) = E(s)E(t) (A.4)

Beweis. Sei u0 ∈ X. Dann existiert eine Folge {u0n} in D mit u0n → u0. Sei t fest und un(t) =
E(t)u0n. Wir setzen vn(s) = un(s + t). Offensichtlich ist vn(s) die echte Lösung von (A.2) im
Intervall [0, T − t] mit der Anfangsbedingung un(t). Folglich ist vn(s) = E(s)un(t). Also

E(s+ t)u0n = un(s+ t) = vn(s) = E(s)un(t) = E(s)E(t)u0n

Daher gilt

‖E(s+ t)u0 − E(s)E(t)u0‖ ≤ ‖E(s+ t)(u0 − u0n‖ + ‖E(s+ t)u0n − E(s)E(t)u0n‖

+‖E(s)E(t)(u0n − u0)‖

≤ ‖E(s+ t)‖ ‖u0 − u0n‖ + ‖E(s)E(t)‖ ‖u0n − u0‖

≤ (K +K2)‖u0 − u0n‖

Wenn n→ ∞, erhält man die gewünschte Aussage.
�

Differenzenverfahren. Wir wollen das Anfangswertproblem mit Hilfe eines Differenzenverfah-
rens MD numerisch lösen. Ein Differenzenverfahren ist eine einparametrige Familie von gleichmäßig
beschränkten linearen Operatoren

C(4t) : X → X, 0 < 4t ≤ 4t0

Die Näherungslösung von (A.2) bezeichnen wir mit u(·, t). Sie genügt der Differenzengleichung

u(·, t+ 4t) = C(4t)u(·, t)

Der Operator C(4t) soll den echten Lösungsoperator E(4t) approximieren. Ein Differenzenver-
fahren MD ist konsistent (mit dem Anfangswertproblem (A.2) ) wenn es einen dichten Teilraum
DC von X gibt, sodass für alle u0 ∈ DC

lim
4t→0

‖
[C(4t) − E(4t)]E(t)u0

4t
‖ = 0, 0 ≤ t ≤ T

gilt. Die Größe

τ ≡
1

4t
[C(4t) − E(4t)]E(t)u0, u0 ∈ DC

heißt lokaler Diskretisierungsfehler. Das Verfahren MD ist von der Ordnung p, wenn ‖τ‖ =
O((4t)p) bei 4t→ 0 für ein p ≥ 0.

Ein Differenzenverfahren MD heißt konvergent bezüglich des Anfangswertproblems wenn für jedes
feste t ∈ [0, T ] und u0 ∈ X

lim
4tj→0

‖[Cnj (4tj) − E(t)]u0‖ = 0

gilt, wobei {nj} eine Folge von ganzen Zahlen und {tj} eine Folge von Zeitschritten ist, sodass
limj→∞ nj 4 tj = t.

Ein Differenzenverfahren MD heißt stabil, wenn die Familie von Operatoren

Γ = {Cn(4t) | 0 < 4t ≤ 4t0, 0 ≤ n4 t ≤ T}
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gleichmäßig beschränkt ist.

Konsistenz und Konvergenz hängen vom Anfangswertproblem ab, während Stabiliät eine Eigen-
schaft des Differenzenverfahrens MD ist.

Laxscher Äquivalenzsatz. Der Laxsche Äquivalenzsatz verbindet die drei Konzepte Konsistenz,
Konvergenz und Stabilität.

Satz A.5 (Lax).Gegeben sei ein sachgemäß gestelltes Anfangswertproblem (A.2) und ein kon-
sistentes Differenzenverfahren MD. Dann ist Stabilität hinreichend und notwendig für Konvergenz.

Beweis. Angenommen MD ist konvergent. Da alle Cn(4t) ∈ Γ beschränkt sind, folgt die Sta-
bilität aus Satz A.2, wenn wir zeigen können, dass für jedes u0 ∈ X die Menge

S ≡ {‖Cn(4t)u0 ‖ | 0 ≤ 4t ≤ 4t0, 0 ≤ n4 t ≤ T}

beschränkt ist. Der Beweis ist indirekt. Wäre S nicht beschränkt, dann gibt es Folgen {nj} und
{4tj} sodass

0 ≤ 4tj ≤ 4t0, 0 ≤ nj 4 tj ≤ T und ‖Cnj (4tj)u0‖ → ∞wenn j → 0

Durch die Wahl von passenden Teilfolgen (wenn nötig) erhält man ohne Beschränkung der Allge-
meinheit

4tj → a und nj 4 tj → t

wobei 0 ≤ a ≤ 4t0 und 0 ≤ t ≤ T . Wenn a 6= 0, folgt nj → t/a und die Folge {nj} ist beschränkt.
Aber aus der Ungleichung

‖[Cnj (4tj)u0‖ ≤ ‖C(4tj)
nj‖u0‖

folgt, dass ‖C(4tj)‖
nj → ∞. Daher ‖C(4t)‖ → ∞, was der Definition von MD widerspricht. Wir

schließen dass 4tj → 0. Nun wenden wir die Annahme dass MD konvergent ist an, um die Existenz
einer Konstanten K abzuleiten sodass

‖[Cnj (4tj) − E(t)]u0‖ ≤ K, j = 1, 2, . . .

Daraus folgt

‖Cnj (4tj)u0‖ ≤ ‖[Cnj (4tj) − E(t)]u0‖

≤ K + ‖E(t)u0‖

Dies widerspricht der Annahme dass ‖Cnj (4tj)‖ → ∞. Damit ist gezeigt dass S beschränkt ist,
und daher MD stabil ist.

Angenommen MD ist stabil. Sei u0 ∈ DC . Wähle {4tj}, {nj} und t ∈ [0, T ] sodass 4tj → 0
und nj 4 tj → t wenn j → ∞. Betrachte die Größe

Vj ≡ [Cnj (4tj) − E(nj 4 tj)]u0

Unter Verwendung der Halbgruppeneigenschaft von E(t) kann man dies umschreiben zu

Vj ≡ [Cnj (4tj) − Enj (4tj)]u0

Verwendet man die Identität

Cnj − Enj = (Cnj − Cnj−1E) + (Cnj−1E − Cnj−2E2) + . . .+ (CEnj−1 − Enj )

= Cnj−1(C − E) + Cnj−2(C −E)E + . . .+ (C − E)Enj−1

erhält man

Vj =

nj−1
∑

k=0

Ck(4tj)[C(4tj) − E(4tj)]E
nj−1−k(4tj)u0

=

nj−1
∑

k=0

Ck(4tj)[C(4tj) − E(4tj)]E((nj − 1 − k) 4 tj)u0
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Da MD stabil ist, existiert eine Konstante K sodass

‖Vj‖ ≤

nj−1
∑

k=0

‖
C(4tj) − E(4tj)

4tj
E((nj − 1 − k) 4 tj)u0‖ 4 tj

Da MD auch konsistent ist, existiert ein ε > 0 sodass

‖
C(4tj) − E(4tj)

4tj
E((nj − 1 − k) 4 tj)u0‖ ≤ ε

für genügend große j. Für solche j gilt ‖Vj‖ ≤ Kεnj4tj ≤ KTε. Das heißt ‖Vj‖ → 0 wenn j → ∞.
Wir sehen nun, dass

‖[Cnj (4tj) − E(t)]u0‖ ≤ ‖Vj‖ + ‖[E(nj 4 tj) − E(t)]u0‖

= ‖Vj‖ + ‖u(nj 4 tj) − u(t)‖

wobei u(t) = E(t)u0. Da nach Satz A.3 u(t) im Intervall [0, T ] stetig ist, folgt aus der obigen
Ungleichung, dass MD auf der Menge UC stetig ist.
Um die Konvergenz auf ganz X auszuweiten, wählen wir für u0 ∈ X eine Folge {u0k} in DC sodass
u0k → u0. Also ist

‖Cnj (4tj) − E(t)]u0‖ ≤ ‖Cnj (4tj)(u0 − uk0)‖ + ‖ [Cnj (4tj) − E(t)]uk0‖

+‖E(t)(uk0 − u0)‖

Da MD stabil ist und das Problem sachgemäß gestellt ist, sind ‖Cnj (4tj)‖ und ‖E(t)‖ beschränkt
durch eine Konstante K. Für ε > 0 können wir ein genügend großes k wählen, sodass

‖[Cnj (4tj) − E(t)]u0‖ ≤ 2Kε+ ‖[Cnj (4tj) − E(t)]uk0‖

Für alle genügend kleinen 4tj erhalten wir

‖ [Cnj (4tj) − E(t)]u0‖ ≤ (2K + 1)ε

�
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Anhang B

Source Code

module globals

implicit none

double precision,allocatable :: u(:),x(:),u_old(:),u_x(:),u_aux(:),u_xx(:)

double precision,allocatable :: f_hat(:),numerical_flux(:)

double precision, parameter :: pi=3.1415927

real :: a,b,n_intv,n_intv_i,len_intv

integer :: n !number of gridpoints

real :: courant_number,delta_t,delta_x,time,t_max

real :: first_put_out,t_put_out,next_put_out

integer :: margin

integer :: output=81,input=80

logical :: first_time=.true.,l_put_out=.false.

integer :: method,eno_order,rk_method,n_stages,stage,which_eno

integer :: i,j,k,l,m !counter

real :: time1,time2

!ENO-reconstruction coefficients c_rj for the cell I_i with r cells to the left

!and s cells to the right, such that r+s+1=eno_order

real,dimension(-1:0,0:0) :: c1

real,dimension(-1:1,0:1) :: c2

real,dimension(-1:2,0:2) :: c3

real,dimension(-1:3,0:3) :: c4

real,dimension(-1:4,0:4) :: c5

end module globals

program diffusion_equation

!This program computes numerical soulutions to the diffusion equation

!using ENO-Methods

use globals

call init ()

call eno_init ()

call init_data ()

call calculation ()

call final_put_out ()

call exact_solution ()

end program diffusion_equation

subroutine init ()

use globals

implicit none

open(unit=input,file=’input.a’)

read(input,*) a

read(input,*) b

read(input,*) n

read(input,*) margin

read(input,*) courant_number

read(input,*) t_max

read(input,*) eno_order

read(input,*) which_eno

read(input,*) rk_method

read(input,*) method

read(input,*) first_put_out

if (first_put_out .ge. 0.) read(input,*) t_put_out

close(input)

allocate(x(1:n))

allocate(u(1:n))

allocate(u_old(1:n))

allocate(u_x(1:n))

allocate(u_xx(1:n))

allocate(f_hat(0:n))

allocate(u_aux(1:n))

!periodic boundary conditions

!# of cells for the physical range: n-2*margin

!length of interval: (b-a)/(n-2*margin)

!# of cells: n, # of gridpoints: n

!a=a-len_intv*margin; b=b+len_intv*margin

!x(i)=a+(i-0.5)*len_intv

len_intv=(b-a)/(n-2*margin)

a=a-len_intv*margin
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b=b+len_intv*margin

n_intv=n

do i=1,n

x(i)=a+(i-0.5)*len_intv

enddo

delta_x=len_intv

if (margin .lt. eno_order) then

write(*,*) ’margin lower then eno-order’

write(*,*) ’stop’

stop

endif

if (first_put_out .ge. 0.) then

l_put_out=.true.

next_put_out=first_put_out

endif

write(*,*) "Numerical solution of the DIFFUSION EQUATION"

write(*,*) "calculated with ENO methods"

write(*,*) ""

delta_t=courant_number*delta_x**2

write(*,*) "delta_x = ", delta_x

write(*,*) "delta_t = ", delta_t

write(*,*) "courant number (delta_t/delta_x^2) = ", courant_number

if (rk_method .eq. 1) then

n_stages=1

elseif (rk_method .eq. 2) then

n_stages=2

elseif (rk_method .eq. 3) then

n_stages=3

else

write(*,*) ’wrong input for rk_method: expected 1 or 2 or 3’

write(*,*) ’stop’

stop

endif

end subroutine init

subroutine init_data ()

use globals

implicit none

! do i=1,n/3

! u(i)=0.4

! enddo

! do i=n/3+1,n-n/3

! u(i)=1.2

! enddo

! do i=n-n/3+1,n

! u(i)=0.4

! enddo

do i=1,n

u(i)=cos(x(i))

enddo

end subroutine init_data

subroutine calculation ()

use globals

implicit none

double precision,dimension(1:n-1) :: du

double precision,dimension(1:n-2) :: ddu

double precision,dimension(1:n-3) :: dddu

double precision,dimension(1:n-4) :: ddddu

double precision,dimension(0:n) :: cb_value

real :: time_to_stop=1.,time_step=1.

call CPU_TIME(time1)

do time=0,t_max,delta_t

u(1:margin)=u(n-margin-margin+1:n-margin) !periodic boundary conditions

u(n-margin+1:n)=u(margin+1:margin+margin) ! - " -

if (method .eq. 1) then

u_old=u

u_aux=u

! if (time .ge. time_to_stop) then !for debugging purpose

! time_to_stop=time_to_stop+time_step

! endif

do stage=1,n_stages

!calculate the derivative u_x

u_x(1)=(u_aux(2)-u_aux(n-2*margin))/(2*delta_x)

do i=2,n-1

u_x(i)=(u_aux(i+1)-u_aux(i-1))/(2*delta_x)

enddo

u_x(n)=(u_aux(2*margin+1)-u_aux(n-1))/(2*delta_x)

!calculate -u_x at the cell boundaries

call eno(-u_x)

if (stage .eq. 1 .and. rk_method .eq. 1) then

do j=1,n

u(j)=u_old(j)-delta_t/delta_x*(f_hat(j)-f_hat(j-1))

enddo

endif

if (stage .eq. 1 .and. rk_method .ne. 1) then

do j=1,n

u_aux(j)=u_old(j)-delta_t/delta_x*(f_hat(j)-f_hat(j-1))

enddo
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endif

if (stage .eq. 2 .and. rk_method .eq. 2) then

do j=1,n

u(j)=0.5*u_old(j)+0.5*u_aux(j)-0.5*delta_t/delta_x*(f_hat(j)-f_hat(j-1))

enddo

endif

if (stage .eq. 2 .and. rk_method .eq. 3) then

do j=1,n

u_aux(j)=0.75*u_old(j)+0.25*u_aux(j)-0.25*delta_t/delta_x*(f_hat(j)-f_hat(j-1))

enddo

endif

if (stage .eq. 3 .and. rk_method .eq. 3) then

do j=1,n

u(j)=1./3.*u_old(j)+2./3.*u_aux(j)-2./3.*delta_t/delta_x*(f_hat(j)-f_hat(j-1))

enddo

endif

enddo

endif

if (method .eq. 2) then

!natural discretisation

u_old=u

u(1)=u_old(1)+delta_t/(delta_x**2) *(u_old(1)-2*u_old(2)+u_old(3))

do i=2,n-1

u(i)=u_old(i)+delta_t/(delta_x**2) *(u_old(i-1)-2*u_old(i)+u_old(i+1))

enddo

u(n)=u_old(n)+delta_t/(delta_x**2) *(u_old(n-2)-2*u_old(n-1)+u_old(n))

endif

if (l_put_out .and. time .ge. next_put_out) then

call put_out ()

next_put_out=next_put_out+t_put_out

endif

enddo !time

call CPU_TIME(time2)

end subroutine calculation

subroutine eno_init ()

use globals

implicit none

c1(-1,0)=1.

c1(0,0)=1.

c2(-1,0)=3./2.

c2(-1,1)=-1./2.

c2(0,0)=1./2.

c2(0,1)=1./2.

c2(1,0)=-1./2.

c2(1,1)=3./2.

c3(-1,0)=11./6.

c3(-1,1)=-7./6.

c3(-1,2)=1./3.

c3(0,0)=1./3.

c3(0,1)=5./6.

c3(0,2)=-1./6.

c3(1,0)=-1./6.

c3(1,1)=5./6.

c3(1,2)=1./3.

c3(2,0)=1./3.

c3(2,1)=-7./6.

c3(2,2)=11./6.

c4(-1,0)=25./12.

c4(-1,1)=-23./12.

c4(-1,2)=13./12.

c4(-1,3)=-1./4.

c4(0,0)=1./4.

c4(0,1)=13./12.

c4(0,2)=-5./12.

c4(0,3)=1./12.

c4(1,0)=-1./12.

c4(1,1)=7./12.

c4(1,2)=7./12.

c4(1,3)=-1./12.

c4(2,0)=1./12.

c4(2,1)=-5./12.

c4(2,2)=13./12.

c4(2,3)=1./4.

c4(3,0)=-1./4.

c4(3,1)=13./12.

c4(3,2)=-23./12.

c4(3,3)=25./12.

c5(-1,0)=137./60.

c5(-1,1)=-163./60.

c5(-1,2)=137./60.

c5(-1,3)=-21./20.

c5(-1,4)=1./5.

c5(0,0)=1./5.

c5(0,1)=77./60.

c5(0,2)=-43./60.

c5(0,3)=17./60.

c5(0,4)=-1./20.

c5(1,0)=-1./20.

c5(1,1)=9./20.

c5(1,2)=47./60.

c5(1,3)=-13./60.

c5(1,4)=1./30.

c5(2,0)=1./30.

c5(2,1)=-13./60.

c5(2,2)=47./60.

c5(2,3)=9./20.

c5(2,4)=-1./20.

c5(3,0)=-1./20.

c5(3,1)=17./60.

c5(3,2)=-43./60.

c5(3,3)=77./60.

c5(3,4)=1./5.
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c5(4,0)=1./5.

c5(4,1)=-21./20.

c5(4,2)=137./60.

c5(4,3)=-163./60.

c5(4,4)=137./60.

end subroutine eno_init

subroutine eno (v) !v_i...cell-averages

use globals

implicit none

double precision,dimension(1:n) :: v,v_bd_minus,v_bd_plus,flux1,flux2,x_plus_half,x_minus_half,v_center

double precision,dimension(1:n,1:eno_order+1) :: w_bd_plus,w_bd_minus

double precision,dimension(1:eno_order+1) :: weight,beta,alpha

double precision,dimension(0:n) :: roe_speed

double precision,dimension(1:n,1:eno_order) :: div_diff !div_diff(i,m) m-th degree divided difference,

!with x_i as left most point/cell

integer,dimension(1:n) :: is,r !left-most point

double precision :: summe,this_x

integer :: leftmost,stencil_a,stencil_b

!Compute the divided difference table

div_diff=0.

!calcuation of first order divided differences

do k=1,n

div_diff(k,1)=v(k)

enddo

!calculation of the higher order divided differences

do j=2,eno_order

do k=1,n-j+1

div_diff(k,j)=(div_diff(k+1,j-1)-div_diff(k,j-1))/((j)*delta_x)

enddo

enddo

if (which_eno .eq. 1) then

!determining the stencil !is(j) is the left most cell in the stencil for cell j

!r cells to the left, S(i)={I_i-r,...I_i,...I_i+s}

if (eno_order .eq. 1) then

do j=1,n-1

is(j)=j

enddo

else

do j=1,n-1

is(j)=j

do m=2,eno_order

if (is(j) .eq. 1) then

is(j)=1;exit

endif

if (abs(div_diff(is(j)-1,m)) .lt. abs(div_diff(is(j),m))) is(j)=is(j)-1

if (is(j) .eq. n-m+1) then

is(j)=n-eno_order+1;exit

endif

enddo

enddo

endif

is(n)=n-eno_order+1

do i=1,n

x_plus_half(i)=x(i)+0.5*delta_x

x_minus_half(i)=x(i)-0.5*delta_x

enddo

do i=1,n

r(i)=i-is(i)

enddo

!calculation of the cell boundary value v_bd_minus(i) and v_bd_plus(i) in the i-th cell

do i=1,n

if (eno_order .eq. 1) then

v_bd_minus(i)=c1(r(i),0)*v(i-r(i))

v_bd_plus(i)=c1(r(i)-1,0)*v(i-r(i))

endif

if (eno_order .eq. 2) then

v_bd_minus(i)=c2(r(i),0)*v(i-r(i))+c2(r(i),1)*v(i-r(i)+1)

v_bd_plus(i)=c2(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c2(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)

endif

if (eno_order .eq. 3) then

v_bd_minus(i)=c3(r(i),0)*v(i-r(i))+c3(r(i),1)*v(i-r(i)+1)+c3(r(i),2)*v(i-r(i)+2)

v_bd_plus(i)=c3(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c3(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)+c3(r(i)-1,2)*v(i-r(i)+2)

! this_x=x(i)

! v_center(i)=div_diff(is(i),1)+ &

! & div_diff(is(i),2)*( (this_x-x_plus_half(is(i)))+(this_x-x_minus_half(is(i))))+ &

! & div_diff(is(i),3)*( (this_x-x_plus_half(is(i)))*(this_x-x_plus_half(is(i)+1)) + &

! & (this_x-x_minus_half(is(i)))*(this_x-x_plus_half(is(i)+1)) + &

! & (this_x-x_minus_half(is(i)))*(this_x-x_plus_half(is(i))) )

endif

if (eno_order .eq. 4) then

v_bd_minus(i)=c4(r(i),0)*v(i-r(i))+c4(r(i),1)*v(i-r(i)+1)+c4(r(i),2)*v(i-r(i)+2)+c4(r(i),3)*v(i-r(i)+3)

v_bd_plus(i)=c4(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c4(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)+c4(r(i)-1,2)*v(i-r(i)+2)+c4(r(i)-1,3)*v(i-r(i)+3)

endif

if (eno_order .eq. 5) then

v_bd_minus(i)=c5(r(i),0)*v(i-r(i))+c5(r(i),1)*v(i-r(i)+1)+c5(r(i),2)*v(i-r(i)+2)+c5(r(i),3)*v(i-r(i)+3)+c5(r(i),4)*v(i-r(i)+4)

v_bd_plus(i)=c5(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c5(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)+c5(r(i)-1,2)*v(i-r(i)+2)+c5(r(i)-1,3)*v(i-r(i)+3)+c5(r(i)-1,4)*v(i-r(i)+4)

endif

enddo

!calcualtion from reconstruction at cell boundaries

!finite difference formulation

f_hat(0)=v_bd_plus(1)

f_hat(n)=v_bd_minus(n)

do i=1,n-1

f_hat(i)=0.5*(v_bd_plus(i+1)+v_bd_minus(i))

enddo

! !calculation from reconstruction at cell centers

! f_hat(0)=v_center(1)

! do i=1,n-1

! f_hat(i)=0.5*(v_center(i+1)+v_center(i))

! enddo

! f_hat(n)=v_center(n)
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endif

if (which_eno .eq. 2) then

do i=1,n

if (i .lt. n/2) then

stencil_a=0

stencil_b=min(i-1,eno_order-1)

elseif (i .ge. n/2) then

stencil_a=max(eno_order-1-n+i,0)

stencil_b=eno_order-1

endif

do j=stencil_a,stencil_b

r(i)=j

!calculation of the cell boundary values w_bd_plus(i,j+2)

if (eno_order .eq. 1) then

w_bd_minus(i,j+1)=c1(r(i),0)*v(i-r(i))

w_bd_plus(i,j+1)=c1(r(i)-1,0)*v(i-r(i))

endif

if (eno_order .eq. 2) then

w_bd_minus(i,j+1)=c2(r(i),0)*v(i-r(i))+c2(r(i),1)*v(i-r(i)+1)

w_bd_plus(i,j+1)=c2(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c2(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)

endif

if (eno_order .eq. 3) then

w_bd_minus(i,j+1)=c3(r(i),0)*v(i-r(i))+c3(r(i),1)*v(i-r(i)+1)+c3(r(i),2)*v(i-r(i)+2)

w_bd_plus(i,j+1)=c3(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c3(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)+c3(r(i)-1,2)*v(i-r(i)+2)

endif

if (eno_order .eq. 4) then

w_bd_minus(i,j+1)=c4(r(i),0)*v(i-r(i))+c4(r(i),1)*v(i-r(i)+1)+c4(r(i),2)*v(i-r(i)+2)+c4(r(i),3)*v(i-r(i)+3)

w_bd_plus(i,j+1)=c4(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c4(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)+c4(r(i)-1,2)*v(i-r(i)+2)+c4(r(i)-1,3)*v(i-r(i)+3)

endif

if (eno_order .eq. 5) then

w_bd_minus(i,j+1)=c5(r(i),0)*v(i-r(i))+c5(r(i),1)*v(i-r(i)+1)+c5(r(i),2)*v(i-r(i)+2)+c5(r(i),3)*v(i-r(i)+3)+c5(r(i),4)*v(i-r(i)+4)

w_bd_plus(i,j+1)=c5(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c5(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)+c5(r(i)-1,2)*v(i-r(i)+2)+c5(r(i)-1,3)*v(i-r(i)+3)+c5(r(i)-1,4)*v(i-r(i)+4)

endif

enddo

enddo

do i=3,n-2

weight=0.

!calculation of the weights

if (i .lt. n/2) then

stencil_a=0

stencil_b=min(i-1,eno_order-1)

elseif (i .ge. n/2) then

stencil_a=max(eno_order-1-n+i,0)

stencil_b=eno_order-1

endif

!WENO-5 with smoothness indicators

alpha=0.

beta=0.

beta(1)=13./12.*(v(i)-2*v(i+1)+v(i+2))**2+1./4.*(3*v(i)-4*v(i+1)+v(i+2))**2

beta(2)=13./12.*(v(i-1)-2*v(i)+v(i+1))**2+1./4.*(v(i-1)+v(i+1))**2

beta(3)=13./12.*(v(i-2)-2*v(i-1)+v(i))**2+1./4.*(v(i-2)-4*v(i-1)+3*v(i))**2

weight(1)=3./10.

weight(2)=3./5.

weight(3)=1./10.

do j=1,eno_order

alpha(j)=weight(j)/(1.e-6+beta(j))**2

enddo

summe=sum(alpha)

do j=1,eno_order

weight(j)=alpha(j)/summe

enddo

v_bd_minus(i)=0.

do j=1,eno_order

v_bd_minus(i)=v_bd_minus(i)+weight(j)*w_bd_minus(i,j)

enddo

weight(1)=1./10.

weight(2)=3./5.

weight(3)=3./10.

do j=1,eno_order

alpha(j)=weight(j)/(1.e-6+beta(j))**2

enddo

summe=sum(alpha)

do j=1,eno_order

weight(j)=alpha(j)/summe

enddo

v_bd_plus(i)=0.

do j=1,eno_order

v_bd_plus(i)=v_bd_plus(i)+weight(j)*w_bd_plus(i,j)

enddo

! !WENO-5 without smoothness indicators

! alpha=0.

! beta=0.

! weight(1)=3./10.

! weight(2)=3./5.

! weight(3)=1./10.

! v_bd_minus(i)=0.

! do j=1,eno_order

! v_bd_minus(i)=v_bd_minus(i)+weight(j)*w_bd_minus(i,j)

! aux=1

! enddo

! weight(1)=1./10.

! weight(2)=3./5.

! weight(3)=3./10.

! v_bd_plus(i)=0.

! do j=1,eno_order

! v_bd_plus(i)=v_bd_plus(i)+weight(j)*w_bd_plus(i,j)

! enddo

enddo

!finite difference formulation

f_hat(0)=v_bd_plus(1)

f_hat(n)=v_bd_minus(n)

do i=1,n-1
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f_hat(i)=0.5*(v_bd_plus(i+1)+v_bd_minus(i))

enddo

endif

if (which_eno .eq. 3) then !fixed stencil approximation

! !2.Ordnung

! f_hat(0)=v(1)

! do i=1,n-1

! f_hat(i)=0.5*v(i)+0.5*v(i+1)

! enddo

! f_hat(n)=v(n)

!4. Ordnung

f_hat(0)=v(1)

f_hat(1)=0.5*v(1)+0.5*v(2)

do i=2,n-2

f_hat(i)=-1./12.*v(i-1)+7./12.*v(i)+7./12.*v(i+1)-1./12.*v(i+2)

enddo

f_hat(n-1)=0.5*v(n-1)+0.5*v(n)

f_hat(n)=v(n)

! !6.Ordnung

! f_hat(0)=v(1)

! f_hat(1)=0.5*v(1)+0.5*v(2)

! f_hat(2)=-1./12.*v(1)+7./12.*v(2)+7./12.*v(3)-1./12.*v(4)

! do i=3,n-3

! f_hat(i)=1./60.*v(i-2)-2./15.*v(i-1)+37./60.*v(i)+37./60.*v(i+1)-2./15.*v(i+2)+1/60*v(i+3)

! enddo

! f_hat(n-2)=-1./12.*v(n-3)+7./12.*v(n-2)+7./12.*v(n-1)-1./12.*v(n)

! f_hat(n-1)=0.5*v(n-1)+0.5*v(n)

! f_hat(n)=v(n)

endif

end subroutine eno

subroutine final_put_out ()

use globals

implicit none

open(unit=output,file=’output.plt’,form=’formatted’,position=’rewind’,status=’unknown’)

do i=margin+1,n-margin

write(output,*) i-margin,u(i)

enddo

close(output)

open(unit=output,file=’time.txt’,form=’formatted’,position=’rewind’,status=’unknown’)

write(output,*) "Der Algorithmus bentigte ", time2-time1, " Sekunden"

close(output)

end subroutine final_put_out

subroutine exact_solution

use globals

implicit none

integer :: output_exact=85,output_fehler=86

double precision, dimension(1:n) :: exact,fehler

open(unit=output_exact,file=’exact_solution.plt’,form=’formatted’,position=’rewind’,status=’unknown’)

open(unit=output_fehler,file=’fehler.plt’,form=’formatted’,position=’rewind’,status=’unknown’)

exact=0.

do i=margin+1,n-margin

exact(i)=exp(-t_max)*cos(x(i))

enddo

do i=margin+1,n-margin

fehler(i)=u(i)-exact(i)

enddo

do i=margin+1,n-margin

write(output_exact,*) i-margin,exact(i)

enddo

do i=margin+1,n-margin

write(output_fehler,*) i-margin,fehler(i)

enddo

close(output_exact)

close(output_fehler)

end subroutine exact_solution

subroutine put_out ()

use globals

implicit none

integer :: output_aux=86

character(len=16) :: filename

character(len=8) :: digit_string

! write(digit_string,FMT=’(F8.2)’) time

write(digit_string,FMT=’(F8.4)’) time

filename="u_t" // trim(digit_string) // ".plt"

open(unit=output_aux,file=filename,form=’formatted’,position=’rewind’,status=’unknown’)

do i=margin+1,n-margin

write(output_aux,*) i-margin,u(i)

enddo

close(output_aux)

end subroutine put_out
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