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Zusammenfassung

Essentially Non-Oscillatory (ENO) Verfahren wurden zur numerischen Lésung von hyperbolischen
Erhaltungsgesetzen entwickelt. Die Diffusionsgleichung ist eine parabolische partielle Differential-
gleichung. In dieser Diplomarbeit werden ENO Verfahren zur numerischen Lésung der Diffusions-
gleichung verwendet. Weiters soll iiberpriift werden, ob die verwendeten Algorithmen fiir Courant-
zahlen # > 1 stabil sind.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Diffusionsgleichung u; — Au = 0 - auch bekannt als Wérmeleitungsgleichung - ist eine lineare
parabolische partielle Differentialgleichung. In Kapitel 2 wird die Diffusionsgleichung analytisch
untersucht (Anfangswertproblem, Mittelwerteigenschaft, Maximumsprinzip, Regularitéit, explizite
Lésung von u; — g, = 0).

In den Kapiteln iiber numerische Verfahren zur Losung der Diffusionsgleichung betrachten wir
nur den raumlich eindimensionalen Fall, also u; — ug,; = 0.

Kapitel 3 handelt von Differenzenverfahren zur Losung von Partiellen Differentialgleichungen (PDE).
Es werden die Konzepte konsistent, konvergent und stabil eingefithrt. Wie diese drei Konzepte bei

linearen PDE zusammenhiingen beschreibt der Laxsche Aquivalenzsatz. Weiters wird gezeigt, wie

man Differenzenverfahren fiir lineare PDE mit periodischen Randbedingungen auf Stabilitdt un-

tersucht (von Neumannsche Stabilitdtsanalyse). Am Anfang des Kapitels werden zwei typische

Differenzenverfahren zur numerischen Lésung der Diffusionsgleichung vorgestellt. Damit werden

auch die eingefithrten Begriffe veranschaulicht.

Essentially Non-Oscillatory Verfahren sind stark nichtlineare, hochauflssende Verfahren, die ent-
wickelt wurden um hyperbolische Erhaltungsgesetze zu l6sen. Kapitel 4 gibt einen Uberblick iiber
ENO und weighted ENO (WENO) Verfahren.

Zur Zeitdiskretisierung verwenden wir in Kapitel 2 das Euler (Vorwérts) Verfahren w.(z;) ~
n+1 n
'U.i -

% Kapitel 5 gibt eine kurze einfithrung in Runge Kutta Verfahren. Runge Kutta Verfah-
ren sind Einschrittverfahren. Zur Berechnung der Funktionswerte zum néchsten Zeitpunkt werden
Zwischenschritte eingefiihrt.

In Kapitel 6 werden ENO und WENO Verfahren aufbereitet um die Diffusiongleichung nume-
risch zu losen. Weiters das Anfangswertproblem mit stetigen und unstegigen Anfangsbedingungen
mit den entwickelten Verfahren gel6st.

In Anhang A wird der Laxsche Aquivalenzsatz fiir lineare PDE bewiesen. Anhang B beinhal-
tet den Source Code des Fortran 90 Programms, welches fiir die numerischen Berechnungen in
Kapitel 6 verwendet wurde.



Kapitel 2

Analysis der Diffusionsgleichung

In diesem Kapitel untersuchen wir die Diffusionsgleichung
uy —Au =0 (2.1)

unter vorgegebenen Anfangs- und Randbedingungen. Sei ¢ > 0 und = € U, wobei U C R" offen
ist. Die unbekannte Funktion ist v : U x [0,00) — R, u = u(z,t). Der Laplaceoperator bezieht sich
auf die réumlichen Variablen z = (z1,22,...2,) 1 Au=Y " | Ug,z;-

2.1 Physikalische Interpretation

Die Diffusionsgleichung - auch bekannt als Wirmeleitungsgleichung - beschreibt in typischen An-
wendungen die Zeitentwicklung einer Dichte u. Die Dichte beschreibt zum Beispiel die Wérme oder
eine chemische Konzentration. Sei V' C U beliebig und 9V glatt. Die Anderung der Gesamtmenge
in V ist gleich dem negativen Fluss durch 9V:

d
— | udr=— F-ndo
dt Jy ov
F ist die Flussdichte, n ist der Normalvektor auf V. Bei geniigender Glattheit von w erhélt man

mit dem Satz von Gaufl
up = —divF (2.2)

weil V' beliebig war. In vielen Situationen is F' proportional zum Gradienten von u, zeigt aber in
die entgegengesetzte Richtung, weil der Fluss von Regionen hoherer zu niedriger Konzentration
geht:

F=—-aDu (a>0)

wobei Du = (ug,, . ..Uy, ). Ersetzt man F in (2.2), so erhilt man die Partielle Differentialgleichung
(PDE)
uy = a-div(Du) = a- Au

Fiir a = 1 erhilt man die Diffusionsgleichung (2.1).

2.2 Fundamentall6sung

Eine gute Strategie um partielle Differentialgleichungen zu untersuchen, ist das Betrachten von
expliziten Losungen. Wenn die PDE linear ist erh&lt man daraus kompliziertere Losungen.

Definition. Die Funktion

|z|2

(4“1)"/2 e i (x e R",t > 0)
(I)(xﬂt) = do (.’L’ ERn,t:O)
0 (x e R™,t <0)

W



lost die Diffusionsgleichung [1] und heifit Fundamentallésung der Diffusionsgleichung. &g ist die
Deltadistribution auf R™ mit Masse 1 im Ursprung.

Lemma (Integral der Fundamentallsung). Fiir jede Zeit t > 0 gilt

/nfb(x,t)dzzl

Beweis. Wir berechnen

1 Elks
P(z.t)dr = ——o 2 (
/n (e t)de = Cqzyare /Rne e
1
= /2/ e 1*dz
T n

1 o [ _.»
[ — % J—
= E [m e “idz; =1

2.3 Anfangswertproblem

Wir beniitzen die Fundamentallésung ® um eine Losung des Anfangswertproblems fiir die Diffusi-
onsgleichung

ug—Au=0 inR" x [0,00) (2.3)

u=g aufR" x {t =0} ’

zu erhalten.

Die Funktion (z,t) — ®(z,t) 16st die Diffusionsgleichung fiir (z,t) # (0,0). Folglich ist auch
die Funktion (z,t) — ®(x — y,t) fiir jedes feste y € R™ eine Losung. Daher miisste auch die
Faltung

uet) = [ @ - bty

1 _le—y? n

eine Losung sein.

Satz 1.1 (Losung des Anfangswertproblems). Sei ¢ € C(R) NL*°(R) und u(x,t) sei wie
n (2.4). Dann gilt

(i) u e C™ (R™ x (0,00)),
(i)  w(z,t) — Au(z,t) =0 (ze€R™t>0),
(iii)  lm ) 0.0 u(z,t) = g(2°) fiir jeden Punkt 2° € R™.

z€R™, t>0

x 2
Beweis. 1. Da die Funktion tn%e’u unendlich oft differentierbar ist, mit gleichméfig be-

schriankten Ableitungen fiir alle Ordnungen auf R™ X [§, 00) fiir alle § > 0, sehen wir dass u €
C>°(R™ x (0,00)). Weiters ist

wlot) = Sulet) = [ (@ 2,0)@ -y o)y
0 (zeR™"t>0),

weil @ die Diffusionsgleichung 16st.



2. Sei 2% € R™ fest und € > 0. Wahle 6§ > 0 so, dass
|9(y) —g(=°) < e wemn|y—a®|<d, yeR" (2.5)
Wenn | z — 20 |< £ ist, erhalten wir mit Hilfe des Lemmas
lu(e) =g | = | [ ®—y.0lo0) ~g(=)dy]|
< [ a0 |9 - g6 |dy
B(z°,6)
b ) ) - gl dy
R"»—B(x9,6)
= I+J
Wegen (2.5) und dem Lemma gilt
Ige/ O(x —y,t)dy =€
Weiters, wenn | z — 20 [< £ und |y — 2° |> § gilt
) 1
ly =2 I<ly -z |+ <ly-z[+5y—2"]
Alsoist |y —z |> 3 | y — 2° | Daraus folgt

J < mmmm/’ Bz — y,t)dy
n_B(x0,8)

C _le—yl?
< ) e it dy
n—B(x9,5)

C _ly—a0)?
S W e 16t dy
1= Jrn— B(x0,5)

C o ’V'2
= W/ e~ T ldr 0 wennt — 07
b

Wenn also | 2 — 2° |< § und ¢ > 0 geniigend klein ist, dann gilt | u(z,t) — g(z°) |< 2e.

Bemerkung. g sei beschréiinkt und stetig, g > 0, g Z 0, dann ist

1 _e—y|?
u(w,t) = (47#)”/2/"6 7 g(y) dy

tatséichlich positiv fiir alle Punkte € R und Zeiten ¢t > 0. Deshalb sagt man, die Diffusionsglei-
chung hat unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir Stérungen.

2.4 Inhomogene Diffusionsgleichung

Wir betrachten nun das inhomogene Anfangswertproblem

{ ug — Au=f inR"™ x (0,00) (2.6)

u=0 aufR"™ x {t =0}

Die Abbildung (z,t) — ®(z—y,t—s) ist auch eine Losung der Diffusionsgleichung (fiir vorgegebene
y € R" 0 < s <t). Fiir ein festes s 16st die Funktion

u:m@u@=/;¢@—%t—@ﬂ%@@



das Anfangswertproblem

ug(-;8) — Au(;8) =0 InR™ x (s,00)
{ u(s) = f(s) aufR"Xx {t =s} (2.7)

Das ist ein Anfangswertproblem der Form (2.3), mit dem Anfangszeitpunkt ¢ = s anstatt ¢ = 0,
und die Funktion g wurde durch die Funktion f(-;s) ersetzt. Die Funktion u(-; s) ist daher keine
Losung von (2.6).

Nach dem Duhamelschen Prinzip erhiilt man eine Losung von (2.6) aus der Losung des Anfangs-
wertproblems (2.7) durch Integration nach s. Wir betrachten

t
u(z,t) = / u(z,t;s)ds  (x € R™", ¢t >0)
0

Einsetzen von u(x,t; s) liefert

u(z,t)

R

[ it [ s (9

fir x € R", t > 0.

Im Folgenden bezeichne C?(U) die Menge aller zweimal stetig differenzierbaren Funktionen auf der
Menge U mit kompakten Triger.

Um zu zeigen dass (2.8) eine Losung des Anfangswertproblems (2.6) ist, nehmen wir zur Ver-
einfachung an, dass f € C}(R" x [0,00)) und dass f einen kompakten Triger hat.

Satz 1.2 (L6sung des inhomogenen Problems). Sei u wie in Gleichung (2.8). Dann gilt

(i) u € C? (R" x (0,00)),
(i) w(z,t) — Au(z,t) ( t) (zeR"t>0),

1ii lim (, 4y (20.0) w(x,t fur jeden Punkt 2 € R™.
« YE)R" ( t>0 )

Beweis. 1. Da @ im Punkt (x,t) = (0, 0) singulér ist, kdnnen wir die Aussage nicht durch direktes
Differenzieren unter dem Integral zeigen. Wir gehen #hnlich vor wie im Satz iiber die Losung des
homogenen Anfangswertproblems.

Als erstes wechseln wir die Variablen und schreiben

)= [ t | 051Gyt = s)dyas

Da f € C3(R™ x [0,00)) einen kompakten Triger hat und ® = ®(y, s) in dern Nihe von s =t > 0

glatt ist, berechnen wir
t
/ / (y, s) fe(z —y,t — s)dyds
O n
+/ ®(y,t)f(z —y,0)dy

und

- - 0 =1,...
6:@8% / /n (s a 317] flx —y,t —s)dyds (i, ] )

Folglich sind u;, D?u und ebenso u, D,u Elemente von C(R" x (0,00)).



2. Wir berechnen dann

g (2,1) — Dz, 1) /0 / oy, s)[(% C AN (@ =yt — 8)dyds (2.9)

+ [ 205 5.0y

[ [ 2095 = 2@ — ot = s)ldyds
‘ 0
[ ] gt = AU =t = s)hdyds

+/ O(y,t) f(r —y,0)dy
= L +J 4K

Jetzt ist .
|7 1< (el + 1D flli) / / B(y, 5)dyds < C (2.10)
0 n

nach dem Lemma. Durch partielle Integration erhalten wir
I. = / /n 83 — 0Py, s)|f(x — y, t — x)dyds (2.11)
+ [ o ofe -yt - ay
- [ e - v0)dy

[ owore-yi-ady- &
weil @ die Diffusionsgleichung 16st. Aus (2.9)-(2.11) erhalten wir

ug(x,t) — Aulx,t) = hm/ (y,€)f(z —y,t —e)dy
= f(z,t) (xeR", t>0)

Der Grenzwert fiir ¢ — 0 wird wie im Satz {iber die Losung des homogenen Anfangswertproblems
berechnet. Schliefllich beachte man, dass ||u(-,t)||Le < t]|f|jLe — O.
O

Bemerkung. Kombiniert man die beiden Sétze {iber die Losung des Anfangswertproblems fiir
die homogene und inhomogene Diffusionsgleichung, so erhélt man

U(x,t)=/n ®(z —y,t) dy+/ / (x =yt —s)f(y, s)dyds

als Losung von

ug— Au=f inR™ x (0,00)
{ u=g aufR" x{t=0} (2.12)

2.5 Mittelwertformel

Sei U C R* offen und beschrénkt, 7' > 0 fest. Der parabolische Zylinder ist definiert durch
Ur :=U x (0,T]. Der parabolische Rand von Ur ist T'y := Uy — Ur.

Definition. Fiir feste x € R, t € R, r > 0 definieren wir

Tn

1
E(z,t;7) := {(y,s) ER"™ | s<t, Bz —y,t —s) > }



L
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Abbildung 2.1: Der Bereich Ur

(x,t)

E{x, t;r)
Abbildung 2.2: Der Bereich E(z,t;r)

Der Rand dieses Bereichs in der Raum-Zeit ist eine Niveaulinie (Level Set) von ®(z —y,t—s). Der
Punkt (x,t) ist in der Mitte der oberen Fléche.

Satz 1.3 (Eine Mittelwerteigenschaft fiir die Diffusionsgleichung). Sei v € C?(Ur) eine
Losung der Diffusionsgleichung. Dann gilt

u(z,t) // u(y, s —Y |2 dyds (2.13)
47,.77, E(z,t;r) - )

Die rechte Seite von (2.13) beinhaltet u(y,«) nur fiir Zeiten s < ¢. Das ist verniinftig, weil der
Wert von u(z,t) soll nicht von zukiinftigen Zeiten abhingen.

Beweis. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass « = 0 und ¢t = 0. Wir
schreiben E(r) = E(0,0;r) und setzen
E(T)

\
u(ry, 7‘25) dyds
/ /E(l) s?

(2.14)




Wir berechnen

oy |y ” |y |2
o'(r) = Z Uy Vi~ 3 + 2ru, dyds
2
= mrL // Zuylyl |y‘ —, yds
r E(r) ;
= A+ B
Weiters fithren wir die niitzliche Funktion
n [y
Y= ) log(—4ms) + S +nlogr (2.15)

ein und sehen, dass ¢ = 0 auf 9E(r), weil ®(y, —s) = r~" auf OE(r) und ¢ = log &. Wir beniitzen
(2.15) und schreiben

1 n
B = e // du, Z Yithy, dyds
E(r) i=1
1 n

Bei der partiellen Integration verschwindet der Randterm weil b = 0 auf F(r). Partielle Integra-
tion nach s liefert

1 n
B = rn-H//E(r) —4nus¢+4zuyiyi¢sdyds

i=1

1 Ly

= //E(r) —4nu51/1+42u%yl (—— 12 dyds
1 2n

= //E(T) —4nug) + - Zuyiyidyds —A

=1

Folglich, da u die Diffusionsgleichung 16st, ist

¢'(r) = A+B

1 2 —
= // —4n A\ uyp — - Zuyiyidyds
E(r) i=1
~ 1 / / 2n
= — dny, by, — —uy, yidyds
; ) Sy s Y

= 0, geméf(2.15).

Da ¢ konstant ist, gilt

t—0

i// v dydsf// dyd574
38 B S B1) S

1 |y [? _
otr) = limot) = 0,00 g [ [ Hgdyds) = 40,0

weil

10



2.6 Eigenschaften von Lésungen

Mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft zeigt man das starke Maximumsprinzip fiir die Diffusionsglei-
chung.

Satz 1.4 (Starkes Maximumsprinzip). Sei v € C#(Ur) N C(Ut) eine Losung der Diffusi-
onsgleichungin Up.

(1) Dann gilt maxg,. v = maxp, u
(Maximumsprinzip)
(ii)  Sei U zusammenhéngend und (x¢,%9) € Ut mit u(xo, ) = maxg,, u.

Dann ist u konstant in Uy, .
(Starkes Maximumsprinzip)

Analoge Aussagen gelten fiir min statt max.

Beweis. 1. Angenommen es existiert ein Punkt (zo,t) € Uz mit u(xo,tp) = M := maxg, u. Dann
gilt fiir alle geniigend kleinen r > 0, E(xg,to;7) C Up. Wir verwenden die Mittelwerteigenschaft

und erhalten | |2
1 To—Y
)= // u(y,s) —dyds < M
4rn E(zo,to;r) (t() - 8)2

| 20 —y |2
———dyds
4rn // E(xzo,to;r) tO - )

Gleichheit herrscht nur, wenn u identisch gleich M in E(xg,to;r) ist. Folglich gilt

M = U(IIZ(), to

weil

u(y,s) =M  firalle(y,s) € E(xg,to;7)

Zeichne eine Strecke L in Up, welche (zg,tg) mit einem anderen Punkt (yo,s¢) € Up verbindet,
wobei sg < tg ist. Betrachte

ro :=min{s > so | u(z,t) = M fiir alle Punkte (x,t) € L, s <t < tp}

Weil u stetig ist, wird das Minimum angenommen. Wir nehmen an, dass rg > sg. Dann gilt
u(zo,r0) = M fiir einen Punkt (29,79) auf L N Ur und folglich ist u = M auf E(zq,ro;r) fiir alle
geniigend kleinen r > 0. Fiir geniigend kleine o > 0ist LN {rg — o < t < 1o} in E(zg,r0;7)
enthalten. Dies ist ein Widerspruch. Also ist ry = s¢ und folglich u = M auf L.

2. Sei x € U ein fester Punkt und 0 < ¢ < to. Es existieren Punkte {z¢, 21, ... 2, = z} so dass
die Strecken im R™, welche die Punkte z;_1 und z; verbinden, in U liegen fiir ¢ = 1,...m. Wéhle
Zeiten tg > t1 > ... > t;, = t. Dann liegt die Strecke des R™, welche die Punkte (x;_1,¢;—1) und
(zi,t;) (1 =1,...m) in Up. GeméB Schritt 1 gilt u = M entlang jeder solchen Strecke und folglich
gilt u(x,t) = M.

O

Bemerkung.Wenn u sein Maximum (oder Minimum) an einem inneren Punkt annimmt, dann
ist u konstant zu allen fritheren Zeiten. Die stimmt mit der intuitiven Vorstellung iiberein, dass
die Losung im Zeitintervall [0, ¢o] konstant ist, wenn die Anfangs- und Randbedingungen konstant
sind. Fiir ¢t > ¢ kann sich die Losung veréndern, wenn sich die Randbedingungen nach t( verdndern.

Bemerkung. Eine Folgerung des starken Maximumsprinzips ist: Wenn U zusammenhéngend ist
und u € C3(Ur) N C(Ur) erfiille

u=0 auf 90U x[0,7]

{ut—Auzo in Urp
u=g auf Ux{t=0}

mit g > 0. Dann ist u iiberall in Ut positiv, wenn g irgendwo in U positiv ist. Dies ist eine weitere
Tllustration der unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir Stérungen.
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Eine wichtige Anwendung des Maximumsprinzips ist die folgende Eindeutigkeitsaussage.

Satz 1.5 (Eindeutigkeit fiir beschréinkte Bereiche). Sei g € C(I't). Dann existiert hochstens
eine Losung u € C#(Ut) N C(Ut) des Anfangs-/Randwertproblems

{ w—Au=0 in U (2.16)

u=g auf I'p

Beweis. Seien u und @ zwei Losungen von (2.16). Wende Satz 1.4 auf die Funktion w := +(u — @)
an.

O

Wir erweitern die Eindeutigkeitsaussage auf das Cauchyproblem, das Anfangswertproblem fiir
U = R". Da der Bereich unbeschrinkt ist, miissen wir eine Kontrolle fiir das Verhalten der Losun-
gen fiir grofie | « | einfiihren.

Satz 1.6 (Maximumsprinzip fiir das Cauchyproblem). Sei u € C?(R" x (0,7]) N C(R™ x
[0,T7) eine Losung von

w—Au=0 in R"x(0,T)
{ u=g auf R"x{t=0} (2.17)
und erfiille die Abschétzung
u(z,t) < Aedlel® (xeR",0<t<T)
fiir Konstanten A, a > 0. Dann gilt
Sup u =supgyg
R™ x[0,T] R™
Beweis. 1. Als erstes nehmen wir an, dass
40T < 1 (2.18)
Dann existiert ein € > 0 so dass
da(T+¢€) < 1 (2.19)
Seien y € R™ und p > 0 fest. Wir definieren
. I Lﬁlft ,
v t) = e t) = g e (@ERT 620)

Nachrechnen zeigt, dass
ve—Au=0 inR" x (0,7

Sei 7 > 0 fest und U := B%(y,r) die offene Kugel mit Mittelpunkt y und Radius 7. Ur = B%(y,r) x
(0, T]. GeméB Satz 1.4 gilt

max v = maxuv (2.20)
UT 1—‘T
2. Sei z € R”
_ 17 |w*y\62
’U(SL’, 0) - U(QT,O) - WQMTJr ) (221)

< u(z,0) = g(z)

Seien |z —y |=r und 0 < ¢ < T, dann gilt

15 e
v(x,t) = wulx,t)— me4(T+f—t)
ala? - M ey
S e Tre—prt "
< Aellyl+n? _ Leﬁie)

(T + €)n/2
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Gemif (2.19) existiert ein v > 0 so, dass ﬁ = a + ~y. Wir setzten die obige Berechnung fort

und erhalten , ,
v(z,t) < Ae® W _ i(d(a +~)) 20T < supg (2.22)
R’n

fiir ein geniigend grofies . Aus (2.20)-(2.22) folgt

v(y,t) <supg
Rn
fiir alle z € R™, 0 < t < T, vorausgesetzt (2.18) hilt. Geht u — 0 erhélt man die Aussage des
Satzes.

3. Im allgemeinen Fall ist (2.18) nicht erfiillt. Dann wenden wir das obige Resultat wiederholt
auf die Zeitintervalle [0,T1], [T1,2T1], etc. an, mit 71 = %.
O

Satz 1.7 (Eindeutigkeit des Cauchyproblems). Sei g € C(R"). Dann existiert hochstens
eine Losung u € C3(R™ x (0,T]) N C(R™ x [0,T]) des Anfangswertproblems

u—Au=0 in R"x(0,T)
{ u=g auf R" x {t=0} (2.23)
welche die Abschéitzung
2
u(x,t) < Ae?®l” (z e R™, 0<t<T) (2.24)

fiir Konstanten A, a > 0 erfiillt.

Beweis. Wenn v und @ (2.23) und (2.24) erfiillen, wenden wir Satz 1.6 auf w := +(u — @) an.
O

2.7 Regularitat

Der folgende Satz zeigt, dass Losungen der Diffusionsgleichung automatisch glatt sind.

Satz 1.8 (Glattheit). Sei u € C?(Ut) eine Losung der Diffusionsgleichung in Up. Dann ist
u € C°°(Ur). Diese Regularitétseigenschaft gilt auch, wenn u nicht glatte Randwerte auf I't hat.

Beweis. 1.Sei
Cla,t;r) ={(y,s) | lx—y|<r t—1*<s<t}

Der geschlossene kreisformige Zylinder mit Radius , Hohe 72, wobei der Mittelpunkt der Decken-
fliche (x,t) ist.

Sei (xg,to) € Urp fest und wihle r > 0 so klein, dass C := C(xo,to;r) C U;. Definiere weiters
kleinere Zylinder C” := C(xyg, to; %r), C" = C(xo,to; %’/‘)

Wihle eine glatte Funktion ¢ = {(z,t) so, dass

0<(¢<1, (=1aufC’ (2.25)
¢ = Onahe der parabolischen Grenze von C '

Erweitere ¢ = 0 auf (R™ x [0,t0]) — C.
2. Wir nehmen vorldufig an, dass u € C*°(Ur) und setzen
v(z,t) = (2, hu(z,t) (z€R”, 0<t<tg)

Dann ist
v =Cur + Gu, Av=CAu+2DC-Du+ul(
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Folglich ist
v=0 aufR" x {t =0} (2.26)

und

v —Av=Cu—2DC-Du—ulN(=:f (2.27)

in R™ x (0,%9). Setze nun

t
i t)i= [ [ Bla =yt = 5)Flw.s)duds
0 n
Gemaf Satz 1.2 gilt

auf R™ x {t =0}

Da|w|, | |< A fiur eine Konstante A, folgt aus Satz 1.7 dass v = 9. Also

o—Av=f inR" x (0,t)
{ G0 0 (2.28)

v(z,t) = /0 /n ®(x —y,t — s)f(y,s)dyds (2.29)

Angenommen (z,t) € C”. Da ¢ = 0 auflerhalb des Zylinders C ist, folgt aus (2.27) und (2.29) dass

u(t) = / /C B — gt — 3)[(Caly8) — Ay, 8)uly, s)
—2D((y, s) - Du(y, s)]dyds

Der Ausdruck in den eckigen Klammern verschwindet in einem Bereich in der Nihe der Singularitéit
von ®. Wenn man den letzten Term partiell integriert, erhélt man

wat) = [ [ 1865t =(Clos) = BC0) (2:30)
+2D,®(z —y,t — s) - D¢(y, s)]u(y, s)dyds

Wir haben diese Formel bewiesen unter der Annahme u € C*°. Geniigt u nur der Voraussetzung im
Satz, erhalten wir (2.30) mit u® = 7. * u statt u, wobei 7. die Standardddmpfung in den Variablen
2 und ¢ ist, und € — 0 geht.

3. Formel (2.30) hat die Gestalt

u(x, t) = // K(x,t,y, s)u(y,s)dyds ((x,t) € C") (2.31)
c
wobei
K(x,t,y,s) =0 fiiralle Punkte (y,s) € C’

weil ¢ = 1 auf C’. Beachte dass K auf C' — C"’ glatt ist. Wenn wir den Ausdruck (2.31) betrachten,
sehen wir, dass u in C” = C(zo, to; %r) C® ist.
U
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2.8 Explizite Losung im Eindimensionalen

Wir betrachten die rdumlich eindimensionale Diffusionsgleichung u; = u,, =« € [0,27],t € RS‘ mit
der Anfangsbedingung u(z,0) = g(x) und periodischen Randbedingungen u(z + 27,t) = u(x,t).
Gesucht ist u(z,t) fiir 0 <z < 27 und ¢ > 0.

Um eine Losung dieses Problems zu ermitteln verwenden wir den Separationsansatz
u(z,t) = X(z) - T(t)

Daraus folgt, dass

10T  10°X
T ot X Ox?
Beide Seiten miissen gleich einer Konstanten A € R sein.
dT ED¢
— =T d ——=XX
dt HE a2

Jede Losung der rechten Gleichung, die die Randbedingung erfiillt, besitzt eine Fourierentwicklung
0 .
X(z) = chemz, cn€C

Gliedweises Differenzieren liefert

—n%e, =Xy, n€Z

Hier sind entweder alle ¢,, = 0, was zu (x,t) = 0 fiihrt, oder es gilt A + n? = 0. Damit hat X ()
die Gestalt _
Xn(z) = cpe™, nel

Die Differentialgleichung fiir T'(¢) liefert

To(t)=Ae ™™t neZ,AeC
Daher sind die Losungen der Diffusionsgleichung

up(z,t) = Ae "™ neZ

Und somit sind auch die Linearkombinationen Lésungen

%) .
u(z,t) = Z ane " e

n=—oo

Bestimmen der a,,.

u(z,0) = = Z ape™® |/ e Mgy

—T

n=—o00
s 0 s )
/ u(z,0)e”"™dx = g an/ eMTeT My
—T n=—oo —T

Fiir m # n ist das Integral auf der linken Seite gleich Null. Fiir n = m nimmt es den Wert 27 an.
wir erhalten also L

= — u(z,0)e” " dx
2 J_,

Qnp

Beispiele.
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Kapitel 3

Numerik der Diffusionsgleichung

Bei der Untersuchung von Numerischen Methoden zur Losung der Diffusionsgleichung beschrénken
wir uns auf den rdumlich eindimensionalen Fall mit periodischen Randbedingungen.

Wir betrachten die Diffusionsgleichung

Up = Ugy (3.1)
mit der Anfangsbedingung
u(z,0) = g(x) (3.2)
und periodischen Randbedingungen.
Gegeben sei ein dquidistantes Gitter a = @15 < 230 < -+ < Ty_1/2 < Tn4172 = b. Wir de-

finieren
o Zellen I; = [x;_1/2,%541/2]

e Zellmittelpunkte x; = %(Ii_l/g + Zpp1/2)

e die Maschenweite Ax = Ax; = 2;_1/3 — Tpq1y flir i =1,2,... N

Der betrachtete Bereich der (z — t) Ebene ist also mit Gitterpunkten (J:Eh), t&[“)) versehen, fiir die
gilt
2" = in, 1) = nk i=0,...N, n=0,1,2,... (3.3)

wobei h = Ax die rdumliche Maschenweite entlang der x-Achse ist und & = At der Zeitschritt ist.
ul & u(x;, t,) sei eine Approximation fiir v an der Stelle (x;, ).

3.1 Zwei Beispiele

Die Diffusionsgleichung ist eine Zeitentwicklungsgleichung und wird deshalb vorwiérts in der Zeit
gelost. Wir bestimmen unsere Differenzengleichung so, dass wir in der Zeit voranschreiten kénnen
indem wir die Werte u?“ fiir alle 4 aus den Werten u zum vorigen Zeitpunkt bestimmen. Eine

natiirliche Diskretisierung von (3.1) wére zum Beispiel

n+1 n
U — U 1 n n n
7]{ = ﬁ (ui—l — Zui + ui+1) (34)

Dabei verwenden wir einen raumlich zentrierten Differenzenquotienten und einen zeitlichen Vorwérts-

differenzenquotienten. (3.4) ist ein explizites Verfahren, weil wir jedes u?“ explizit durch Daten
aus fritheren Zeitpunkten berechnen kénnen.

k
uzﬁ+1 =u + 72 (uZLl —2ul + U?H) (3.5)
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Abbildung 3.1: Stencils fiir das Verfahren (3.5) (links) und fiir das Verfahren (3.7) (rechts)

Ein anderes Einschrittverfahren, welches in der Praxis wesentlich niitzlicher ist, ist das Crank-
Nicolson Verfahren

U?Jrl - uf 1 n n n 1 n+1 n+1 n+1
=3z (ui_l —2u? + Ui+1) 2 (ui_ —2u +uih ) (3.6)
Daraus erhalten wir
k
ul Tt =l 4+ (ul g = 2ul o ol =20 (3.7)

! 2h?

Das Crank-Nicolson Verfahren ist ein implizites Verfahren und liefert ein Gleichungssystem der

Form
* n+1

* ul .

* * *x unt! N

* *  * it N
* = (3.8)

*
*  x * "
n
* * ok Uy *

Dieses Gleichungssystem von N Gleichungen lisst sich mit O(n) Aufwand 16sen. Wir zerlegen diese
entartete Tridiagonalmatrix 7" in eine normalisierte Dreieckszerlegung T'= L- R, wobei L eine linke
untere Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen L;; = 1 fiir ¢ = 1,... N ist, und R eine rechte
obere Dreiecksmatrix ist. In den Matrizen L und R spiegelt sich die Struktur von 7" wieder.

N x * *
% T
L= xox R= * (3.9)
. X
* *x  * N

Die in [10] angegebenen Algorithmen fiir die Dreieckszerlegung von Bandmatrizen und fiir die
Losung des Gleichungssystems Tx = LRx = b miissen nur geringfiigig abgeédndert werden, wo-
durch der Aufwand O(n) erhalten bleibt. Somit ist das Crank-Nicolson Verfahren nahezu gleich
effizient wie ein explizites Verfahren. Wir werden in der Stabilitdtsanalyse sehen, dass ein implizites
Verfahren wesentlich groflere Zeitschritte erlaubt als ein explizites Verfahren.

3.2 Differenzenverfahren

Wir betrachten die Diffusionsgleichung auf einem rdumlich begrenzten Bereich [a,b] der z-Achse
mit periodischen Randbedingungen. Dies ist dquvalent zu einem Cauchy-Problem mit periodischer
Anfangsbedingung.

(h)

Definition. Sei u;

; eine numerische Approximation fiir u(z;) und

h h h
Uh:{(ug),ug),.. ()) )ER}

17



Auf der Menge U" definieren wir ein Inneres Produkt

N
<u(h),v(h)> = hZugh) . v;h)
j=1

Daraus erhalten wir eine Norm auf U”:

]| = <u(h),v(h)>1/2

Da wir Probleme mit periodische Randbedingungen betrachten ist u; auch fiir ¢ < 1 und i > N
bekannt.

Definition (Verschiebungsoperatoren). Die Abbildung
Se: UM = UM | (S®™)) = ulf)
heifit Verschiebung des urspriinglichen Vektors nach links. Die Abbildung

S UM = U | (S_@™)) =u)

heifit Verschiebung des urspriinglichen Vektors nach rechts.

Bemerkung. S und S_ lassen sich als Matrizen schreiben.
S, = S_ = (3.10)

Bemerkung. S;S_ =1,8, =S~' Sy, =S,S,

Definition (Differenzenoperatoren). Die Abbildung
(m)

1 \
Dy = (S4 +1): U" = UM | (Dyu™); = Bip1 % - Y
heifit Vorwiértsoperator fiir %. Die Abbildung
(h) (h)
1 )
D = 7(1 _ S_) . Uh _ Uh | (])_u(h))z _ uz Ul—l
h h
heifit Riickwértsoperator fiir %. Die Abbildung
(h) (2h)
1 A
Do = 5 (81 = 8-) s U = U" | (Dou®); = “H1_ =t

heifit Zentraldifferenzoperator fiir %.
u(.h') —2u(»h)+u(.h)

Bemerkung. Durch —#—%4—=% erhalten wir eine Differenzenapproximation fiir u,,. Der da-

zugehérige Differenzenoperator hat die Gestalt Dy = 75 (S; — 214+ S_). Dieser Differenzenoperator

liisst sich auch als Polynom Q(r,s) = 75 (r — 2+ s) mit zwei Variablen darstellen: Dy = Q(S4,S-).

Definition (Projektion). Die Abbildung

MU = U |u— (u(zy))
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projiziert die Werte einer Funktion v mit Funktionswerten aus U auf die Gitterpunkte x;.

Formulierung der Differenzenapproximation. Die Diffusionsgleichung ist eine Zeitentwick-
lungsgleichung und wird daher vorwérts in der Zeit gelost. Die allgemeine Form der Differenzen-
approximation ist also

0

’U,n+1 — Q(h,k) (SJr7 S,)’U/n
u = 7(g)

QF) ist eine N x N Matrix, welche aus den Matrizen Sy, 1,S_ polynomial zusammengesetzt wird.

Der lokale Diskretisierungsfehler beschreibt wie gut das Diskretisierungsverfahren die Differen-
tialgleichung beschreibt. Sei @(t,.) die exakte Lésung der PDE zum Zeitpunkt ¢ und @(t + k,.)
die exakte Losung der PDE zum Zeitpunkt ¢ + k. Nach einem Zeitschritt liefert das Verfahren die
Werte Q%) (S, S_) (7" (a(t,.))).

Definition. Sei ¢(**) = (7" (u(t+k,.))) — QUF)(S,,S.) (7" (a(t,.))). e € UM heiBt lokaler
Diskretisierungsfehler. Analog kann man den lokalen Diskretisierungsfehler beim n-ten Zeitschritt
(™) definieren.

Definition. Ein Verfahren heiBt konsistent, wenn [¢("*)|| — 0 fiir & — 0.

Definition. Ein Differenzenverfahren u”+! = Q(*)y" heifit konvergent, wenn ||z %) (@) —u(®*) | —
0 fir (h,k) — (0,0) und heiit konvergent von der zeitlichen Ordnung p > 1 und der riumlichen
Ordnung ¢ > 1, wenn [|7(*) (@) — u®) || = O(kP 4 h9) fir (h, k) — (0,0).

Definition. Sei u(""*) = Qu("~1mk) = Qmy°. Ein Differenzenverfahren Q("*) heifit unbedingt
stabil, wenn 3K > 0 mit ||u(™"")||gn < K|[ul||yn Vh,k,t = nk, das heit |Q|| < 1. Manchmal
lésst man auch eine geringe Zunahme zu und sagt, Stabilitat liegt vor, wenn 3K > 0,0 € R mit
lu R ||gn < KePt||u||gn  Vh, k,t = nk.

Das Verfahren heifit bedingt stabil, wenn die Bedingungen fiir & < ¢(h) gilt.

Mit Hilfe des Laxschen Aquivalenzsatzes fiir lineare PDE kénnen wir die Uberpriifung der Kon-
vergenz in zwei Teile aufspalten.

Satz (Laxscher Aquivalenzsatz). Ein konsistentes Differenzenverfahren v+ = Q"Fym ist
genau dann konvergent, wenn es stabil ist.

Beweis. Siehe Anhang A.

O
Beispiel. Wir berechnen nun den lokalen Diskretisierungsfehler fiir das Verfahren ™' = u} +
% (uﬁl —2u? + uﬁl). Wenn u glatt ist, kann man u(t,41, ;) in eine Taylorreihe entwickeln:

k2
W(tny1, ;) = u(tn, ;) + kug(tn, ;) + ?utt(tn, i)+ ...

Ebenso entwickelt man w(t,,2;—1) und u(t,,z;+1) in eine Taylorreihe. Setzt man diese Entwick-
lungen in die Formel fiir den lokalen Diskretisierungsfehler ein, so erhélt men e™*) = O(k + h?).

Beispiel. Das Crank-Nicolson Verfahren (3.7) ist zentriert in Raum und Zeit. Der lokale Dis-
kretisierungsfehler ist von zweiter Ordnung in Raum und Zeit, also e("*) = O(k? + h?).

3.3 Stabilititsanalyse (nach von Neumann)

Die Stabilitdtsanalyse nach von Neumann basiert auf der Fouriertransformation und ist somit ein-
geschriinkt auf lineare PDE. Normalerweise wird sie auf das Cauchy-Problem (keine Grenzen im
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ridumlichen Bereich, —0o < z < co im Eindimensionalen) angewandt. Die Stabilitéitsanalyse nach
von Neumann kann man auch verwenden um Probleme mit periodischen Randbedingungen zu un-
tersuchen, weil diese dquivalent zu Cauchy-Problemen mit periodischen Anfangsbedingungen sind.

Wir betrachten das Intervall [—m, 7] und unterteilen es in N Teile also h = 2Z. Ohne Beschréinkung
der Allgememhelt sei N gerade. Sei x(h) = j-h, wobei j = + 1,. 0 % — 1, wir schrei-

ben j € (=&, &), Wir betrachten dle Funktion ¢, (7) = e?* (1/ kontlmuerthch7 —8. <v< &) auf
den Gitterpunkten xE ) und erhalten " (acj) =eivei = M M = ( R (x])> (.8 e CV.
iel-2%

Lemma 3.1 ¥,y =,

Beweis. 1,4y = et n (VHN) = 5L 0) L @i FEN) = i) =y

O
Lemma 3.2 (¢,,¢,) = 4., (j € <—%77 ), das helﬁt die 1, bilden ein Orthonormalsystem.
(Das Skalarprodukt in C ist definiert durch (u,v) = 3 ZJ u;jv;.
Beweis. <1/)V’¢M> =% ijiﬁ 61’ 'Vefi = ZN 1 127‘ (v—mn) (Wegen Lemma 31)

Fiir v = p erhalten wir: (¢,,1,) = + ZN Lel =

Fiir v # p erhalten wir: (¥, ¥,) = & ZN lgi=L. 111‘7; mit ¢ = e!¥ =) Da (v —p) € Z, gilt
¢V = e?™(v=1) = 1. Daraus folgt (1/,,,1,) = 0.

N linear unabhingige Elemente des CV bilden eine Basis des CV. Folglich ist {wV}je (-3,5)
272

ein vollstédndiges Orthonormalsystem.
O

Definition. Gegeben sei eine Funktion u; auf den Gitterpunkten z; = jh, j € < 5 2> mit
lu|| < co. Wir definieren die diskrete Fouriertransformation durch

J1 J1
a(v) = uje” I = Z ujz/}l(,h) (x;)
j=—% =%
Da S_ = S;' ist, kann man das Differenzenverfahren u"*! = Q(Sy,S_)u" auch schreiben als

u™t = R(S4)u", wobei R(z) = Y- 72" eine rationale Funktion ist.

Wir berechnen nun die j-te Komponente von (Syy):

(Sithe); = b(241) = 62771‘7“(3;1) _ 62771‘%6%1'% _ eQwi%¢K(xj)

Folglich ist (Syv,) = ¥ X ¥,

S, ist die Matrix von St in der Basis (¢,). Fiir j € (-4, %) erhilt man eine Diagonalma-
. T oI

trix S+ = dlag (R (6 ﬂZN))K€<7%7%>.

Durch Ausrechnen von S u siecht man, dass S, auch die Fouriertransformierte von S ist.

Die Fouriertransformierte des Differenzenoperators Q = R(S,) hat die Gestalt Q = R(S;) =
diag (R (e*™¥)).

Satz 3.3 Das Verfahren u™*! = Qu™ ist L%-stabil <| R (e*™'V) |[<1Vk € (=&, &),

Beweis. Das Verfahren u"*! = Qu™ ist stabil, wenn || Q¥ ||< C. Dabei ist ||T|| = /p(T+T),
wobei p der Spektralradius ist. Es gilt ||Q|| = [|Q]|. [|Q¥|| = maX, ey x) | R (e™%) |*. Also ist

20



Q|| < CVk & | R (e2mi%) |< 1. 0

Bemerkung. Sei w = 2™~ = w; und w,, = >™'¥. Dann gilt wh =wi = Wi = Wiy
Beispiel. Wir 16sen die Diffusionsgleichung mit dem Verfahren
un+1_un+£(un _2un+un )
i T U (Ui i it+1
ko1
k., k
R(z) = 1+ﬁ(2 —242)= )\::ﬁ’)\>0
= (1-=2\)+Xxzt+ Xz
-1
Rlwe) = (1-2))+ 2A%+Tw”
N N
= (1—-2)\)+2)\cos (27r%) K€ <—2,2>
h2

| Rlwg) €1 & 1-2\2>0, d.h.k§?
Dieses Verfahren ist bedingt stabil.

Beispiel. Wir losen die Diffusionsgleichung mit dem Crank-Nicolson Verfahren (3.7).

ultt =l 4 % (up ) —2u) +ufyy +ul =20+l e
n [ k n k n
u"tt = T+ hQ(S+—ZI+S)}u + {hZ(SJr—QI—i—S)]u e
n+1 [ k - k n n
Uj = I—E(S+—2I+S_) I+E(S+—21+S_) u :QU
[k PN k .
R(z) = 1—ﬁ(z—2+z ) 1+ﬁ(z—2+z )
] 1
K = . —2X(1 — K
R(wy) T 201 = cos ) [1—2\(1 — coswy)]
k N N
A= ﬁ,)\>0,:‘i€ <—2,2>
1-2z

= 112 (z positiv)

Daraus folgt, dass —1 < (w,) < 1 fiir alle k € (—%', &'). Das Crank-Nicolson Verfahren ist unbe-
dingt stabil.

Das explizite Verfahren (3.5) ist bedingt stabil. Das Verhéltnis % muss kleiner oder glich % gewihlt
werden. Das implizite Crank-Nicolson Verfahren (3.7) ist unbedingt stabil.
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Kapitel 4

ENO Verfahren

Essentially Non Oscillatory Verfahren (ENO Verfahren) sind stark nichtlineare Verfahren, die ent-
wickelt wurden um hyperbolische Erhaltungsgesetze zu l6sen.

4.1 Rekonstuktion und Approximation in 1D

Gegeben sind die Funktionswerte von v; = v(x;) an den Gitterpunkten z;. Gesucht ist eine nu-
merische Flussfunktion 0;1 /5 = 9(vi—r,...vi;s), sodass die Flussdifferenz die Ableitung v'(z) von
k-ter Ordnung approximiert:

1

Fwi(’f}i_;’_l/g — ’lA)i_l/Q) = UI(Ii) + O(Aiﬂk) (41)

Bei dieser Herleitung achten wir nicht auf die Randbedingungen und nehmen an, dass v; fiir ¢ <0
und ¢ > N bekannt ist, falls benétigt.

Falls wir eine Funktion h(x) finden, welche

o) =5 [ " e (12

Az oA '
erfiillt, dann gilt v'(z) = == [h (J: + %) —h (x - %)} Um (4.1) zu erfiillen, suchen wir ein
Dir1/2 = Mxiy1/2) + O(Az”). Eigentlich briuchten wir einen O(AzF1) Ausdruck um (4.1) zu

erfiillen, da ein Az im Nenner steht. In der Praxis ist der O(Axz*) gewohnlich glatt und somit
liefert die Differenz in (4.1) einen weiteres O(Ax), welches sich mit dem im Nenner kiirzt.

h(x) ist in Beziehung (4.2) nur indirekt definiert. Die bekannte Funktion v(x) ist der Zellmittelwert
der gesuchten Funktion h(z). Um h(x) zu bestimmen bendtigen wir den folgenden Algorithmus.

Rekonstruktion von Zellmittelwerten. Gegeben sind die Zellmittelwerte einer Funktion v(z):

Ax

v = A f;jg v(€)d€. Gesucht ist ein Polynom p;(z) vom Grad < k — 1 fiir jede Zelle I;, sodass
2

p;(z) die Funktion v(x) im Inneren der Zelle I; von k-ter Ordnung approximiert:

pi(z) = v(z) + O(Az") (4.3)
Im Speziellen erhalten wir Approximationen von k-ter Ordnung fiir v(z) an den Zellgrenzen
Uiy g = Pi(Tig1/2) = 0(Tipry2) + o(Az")
Uj_l/Q = pi(Ti—1/2) = v(wi_1/2) + O(Lrak)

Wiederum nehmen wir an, dass v; fiir ¢ < 0 und ¢ > N bekannt ist, falls benotigt.
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Wir betrachten die Zelle I; und wéhlen einen Stencil, bestehend aus r Zellen links, s Zellen rechts
von I; und der Zelle I; selbst. (r,s > 0;r+s+1=k; S(i) = {I;—,...Li1+s}). Dann existiert ein
eindeutiges Polynom p(x) von Grad hochstens k — 1 = r + s (Wir lassen den Index ¢ weg, solange
keine Verwechslungsgefahr besteht). Die Zellmittelwerte von p(z) stimmen in jeder Zelle von S(7)
mit denen von v(x) iiberein:

1 [Ttz ~
e ECL (44)
j—1/2
Wir wollen nun die Ndherungen fiir v(xz) an den Zellgrenzen berechnen. Die Abbildungen von
den gegebenen Zellmittelwerten v; im Stencil S(i) auf die Werte v, /o und v, /2 sind linear, es

existieren also Konstanten c¢,; und &, ;, welche von linken Teil r des Stencils S(¢), von der Ordnung
k, aber nicht von der Funktion v abhéngen, sodass

k-1 k-1
v = E Cril; i v = E CriU; i
i+1/2 rjVi—r+j i—1/2 rjVi—r+j
Jj=0 Jj=0
Der mogliche Unterschied der Werte v;;l /2 und v, /2 erklédrt sich aus der Moglichkeit von ver-

schiedenen Stencils fiir die Zellen I; und I; ;. Man beachte auch, dass ¢,; = ¢,_1,;.

Um die Genauigkeitsabschétzung (4.3) zu zeigen, betrachten wir die Stammfunktion von v(x):

v = [ e

—00

wobei die untere Grenze —oo durch jede andere feste Zahl ersetzt werden kann. Vi /5 kann durch
die Zellmittelwerte von v(x) ausgedriickt werden:

i J+1/2 ‘

Vi) = Y [ ulode= 3 50

j=—oc”i—1/2 j=—o00

Kennt man also die Zellmittelwerte {7;}, so kennt man auch die Stammfunktion V(z) an den
Zellgrenzen. P(x) sei das eindeutig bestimmte Polynom von Grad < k, welches V(z;,1/2) an den
folgenden k + 1 Punkten

Ti—r—1/25- - LTits+1/2

interpoliert. p(z) sei seine Ableitung:

p(z) = P'(x)
Wir zeigen nun, dass (4.4) erfiillt ist:
= e = o [T P

i » -

A‘Tj Tj—1/2 Zj Tj—1/2
1

= A (P(@j41/2) = P(zj-1/2))

1

= A (V(@j11/2) — V(wj_1/2))

- Al%( /_ e - /_ “/2v<£)d5)

1 Tjt+1/2 _ ) ) ]
= Ax]/m v()dE=0; j=i—r,...i+s

j—1/2

Das dritte Gleichheitszeichen gilt, weil P(x) V(x) an den Stellen x;_;/5 und ;4o interpoliert
fiir j =4—mr,...7+s. Aus der obigen Rechnung folgt, dass p(x) das gesuchte Polynom ist. Aus der
Standard Approximationstheorie [10] folgt

Pl(z)=V'(z) +O0(Lz") zel
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Das ist die Genauigkeitsabschétzung (4.3).

Die Herleitung der Werte fiir die Konstanten {c,;}, die in Tabelle 4.1 angefiihrt sind findet man
n [11].

Zusammenfassung. Gegeben sind die Werte {v;}. Wir identifizieren sie mit Hilfe von (4. 2) mit
den Zellmittelwerten einer anderen Funktion h(x), deren Stammfunktion H(x f h(&)d¢ an
den Zellgrenzen x = ;1,5 exakt bekannt ist, weil

%

(Ti41/2) Z /IJH/2 §)dé = Ax Z or

j=—00 i—=1/2 j=—00

Wir verwenden die oben beschriebene Rekonstruktion von Zellmittelwerten um eine Approximati-
on von k-ter Ordnung fiir A(2;;1/2) zu bekommen. Dies ist dann der numerische Fluss ;1 /2.

Wenn also der Stencil fiir den Fluss 9;11/o aus den k Gitterpunkten x;_,...w;1s besteht, wobei
r+s =k —1, dann kann man den Fluss 9;, /o schreiben als

k-1
Viy1/2 = E CrjVimrtj
j=0

wobei die Konstanten {c,;} in Tabelle 4.1 abgedruckt sind.

Fixed Stencil Approximation. Ein fester Stencil gibt an, dass der linke Teil r des Stencils fiir
alle Stellen ¢ gleich ist. Fiir iiberall glatte Funktionen v(z) erhélt man die beste Approximation
entweder durch eine zentrierte Aprroximation r = s —1 fiir gerades k (zentriert beziiglich der Stelle
Ti11/2), oder durch einseitige Upwind Approximation r = s oder r = s — 2 fiir ungerades k.

Zum Beispiel erhiilt man eine Rekonstruktion vierter Ordnung fiir v;; /5 durch

1 77 1
; =——0;_ i i Oo(A
Vit1/2 Tgli-1 T ¥+ 5 Uit — plive (Axt)

und die zwei einseitigen Upwind Rekonstruktionen dritter Ordnung fiir v;; /o sind gegeben durch

1_ 5_ 1_
Vipre = gl gl gl + O(Ax?)
1 5 1
gl_)i + 6’(7¢+1 — g’l_)ldrz + O(A:L’S)

Analog erhélt man einen zentrierten Fluss der Ordnung vier durch

1
— v
192 142

oder  vii1/2

. 7 7
Vit1/2 = T 5 Vi-1 + Y + Vit

und daraus 1

E (’{)Z_+1/2 — ’lA)Z',l/Q) = UI<.'L'7;> + O(A.’E4)

Die zwei einseitigen Upwind Fliisse der Ordnung drei sind

Viy1/2 = —gli-1 + Ui + i+l
. 5
oder Vit1/2 gvi + EUH_I — EUH_Q

und daraus erhilt man .
Az (Dig1/2 = Bimrja) = V' (2:) + O(Az?)

24



4.2 ENO Approximation in 1D

Beim Losen von Hyperbolischen Erhaltungsgesetzen interessieren wir uns fiir die Klasse von stiick-
weise glatten Funktionen. In der Ndhe von Unstetigkeitsstellen ist ein fester Stencil fiir die Appro-
ximaton ungeeignet, weil in der Nihe solcher Unstetigkeiten Oszillationen entstehen kénnen.

[eX-3 o

Abbildung 4.1: Oszillationen in der Ndhe von Unstetigkeiten

Diese Oszillationen entstehen, weil der Stencil zur Berechnung von x; die Zelle mit der Unstetigkeit
enthélt, wenn x; nur nahe genug bei der Unstetigkeit liegt.

Ein genauer Blick auf Abbildung 4.2 legt die Verwendung von anpassungsfahigen Stencils na-
he. Das heifit, der linke Teil r des Stencils wechselt mit z;. Die Grundidee ist es, falls moglich

zu verhindern, dass der Stencil fiir die Zelle I; die Zelle mit der Unstetigkeit enthélt. Um dies zu
erreichen betrachten wir die Newtonsche Interpolationsformel.

Definition (Dividierte Differenzen). Sei V(z) = [*_ v(£)d¢ eine Stammfunktion von v(z)

und seien V[z;_y /5] = V(2;_/2) die dividierten Differenzen der Ordnung 0. Die dividierten Diffe-
renzen der Ordnung j (j > 1) werden rekursiv definiert durch

V 7/ DI 7/ - - V 71_ PICICIR 1 y
Vizi—i/2,- - Tigj—1/2] = SERYE V) 72 Titj=2/2]

Titj—1/2 — Ti—1/2
Analog werden die dividierten Differenzen der Zellmittelwerte v definiert:

’L_}[Il] = 1_)1‘

ﬁ[xi, o xi-‘rj] =

1_1[1'“_1, . .$i+j] — E[CCZ‘, NN Jii+j_1]

Titj — Iy
von V(x).

Die dividierten Differenzen der Ordnung 0 von ¢ sind die dividierten Differenzen der Ordnung 1

Vi(@iyiy2) = V(zio1/2)
V[$i71/2a$1‘+1/2] = vk Lz

Lit1/2 — Li—1/2

Wir kénnen also die dividierten Differenzen von V' (z) der Ordnung > 1 durch die von @ der Ord-
nung > 0.

Das Newtonsche Interpolationspolynom P(z) der Ordnung k, welches V(z) an den k 4+ 1 Punkten
interpoliert, hat die Gestalt

k =1
P(z) = Z ViTi—r—1/2y- Timppj_1/2] H (T = Zi—pym—1/2)
3=0 m=0
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Wir leiten P(x) ab und erhalten p(x)

j—1

J—1
p(x) = Z VITi—r—1/2, Timpgj—1/2 Z H (T = 2i—pyi—1/2)

]
7j=1 m=0 | =

l#m

<

Beachte, dass in der Formel fiir p(x) nur dividierte Differenzen von V(z) der Ordnung > 1 vor-
kommen. Folglich kénnen wir p(z) ausschlielich durch dividierte Differenzen von @ ausdriicken.

Eine wichtige Eigenschaft [10] von dividierten Differenzen ist, dass

V(j)(g)
4!

Vizi—i/2,- - Tigj—1/2] =

fiir ein £ im Inneren des Stencils, also ;1 /2 < § < ;4;_1/2, so lange die Funktion V' (z) im Stencil
glatt ist. Ist V' (x) unstetig an einer Stelle im Inneren des Stencils, dann ist

V[!'Ei,l/g, ce wi+j71/2] = O(I/AI])
Daher sind dividierte Differenzen ein Ma# fiir die Glattheit einer Funktion im Inneren eines Stencils.

Wir suchen nun k + 1 nebeneinanderliegende Punkte, die z;_;/2 und z;y;/o enthalten miissen,
fiir die V(x) am glattesten ist, verglichen mit den anderen moglichen Stencils. Dies geschieht in
Schritten. In jedem Schritt wird ein Punkt zum Stencil hinzugefiigt. Wir starten mit dem Stencil
Sy (i) = {zi—1/2, Tiy1/2}, wobei wir S beniitzen um den Stencil fiir die Stammfunktion zu bezeich-

nen. Jeder Stencil S fiir V' hat einen entsprechenden Stencil S fiir . Sy(7) entspricht dem Stencil
S(i) = {I;} fiir v, bestehend aus nur einer Zelle.

Die lineare Interpolation im Stencil Sy(i) 1iBt sich in der Newtonschen Form schreiben als

P(z) = Vizi—1s2] + Vizi—1/2, Tig1y2)(x — 7i_1)2)

Im néchsten Schritt, haben wir zwei Moglichkeiten unseren Stencil auszuweiten, indem wir einen
Gitterpunkt hinzufiigen: Wir kénnen entweder den linken Nachbar z;_3 /o hinzufiigen, und erhalten
somit das quadratische Interpolationspolynom

R(z) = Pl(f) =+ V[£i—3/2, Ti—-1/2, 172‘+1/2](33 - xi—1/2)($ - $i+1/2)

Oder wir fiigen den rechten Nachbar ;3,5 hinzu, womit wir das folgende Interpolationspolynom
erhalten
S(x) = PH(x) + Vw12, Tig12: Tigsya) (@ — Ti1/2) (@ — Tig1y2)

Der Unterschied zwischen P'(z) und R(z) bzw. S(z) ist die Funktion (z — z;_1/2)(z — @;41/2)
multipliziert mit zwei verschiedenen Konstanten. Diese beiden Konstanten sind die beiden divi-
dierten Differenzen von V(x) in zwei verschiedenen Stencils. Eine betragsméBig kleinere dividierte
Differenz sagt aus, dass die Funktion im dazugehorigen Stencil glatter ist. Um zu entscheiden wel-
chen Gitterpunkt wir hinzufiigen, vergleichen wir die beiden relevanten dividierten Differenzen und
nehmen jene mit dem kleineren Absolutbetrag.

Also wenn | V[wi73/25$i71/27xi+1/2] |<| V[$i71/27$i+1/27xi+3/2] |, dann nehmen wir den Drei-

Punkt-Stencil S3(i) = {x;_3/2, 2;—1/2, %;41/2}, anderenfalls nehmen wir S3(i) = {2;_1/2, Ti41/2, Tit3/2}-

Diese Verfahren kann man weiter fortsetzen.

Im Falle eines dquidistanten Gitters empfiehlt es sich nichtdividierte Differenzen zu verwenden:
VA{xi_1)9,@iv1y2) = V [Tic1/2,Tir1y2] =0

14 <l'i—1/2, cee Ii+j+1/2> =V <Ii+1/2, cee $i+j+1/2> -V <$i—1/27 .- ~$i+j—1/2> (j > 1)
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Dies reduziert die Rechenzeit und reduziert Round-Off Fehler.

Wenn der Stencil ermittelt wurde, kann man Vit /2 und vl.tl /2 mit den vorgespeicherten Wer-
ten c,; berechnen. Daraus erhilt man dann die Fliisse 9.

ENO Rekonstruktion. Gegeben sind die Zellmittelwerte {7;} einer Funktion v(z). Wir erhalten
eine stiickweise polynomiale Rekonstruktion von Grad hochstens k — 1, auf folgende Weise:

1. Berechne (nicht)dividierte Differenzen der Ordnung 1 bis & der Stammfunktion V' (z), mit
Hilfe von 2.

2. In der Zelle I; starte mit dem Zwei-Punkt-Stencil So(i) = {®i—1/2,Tip1/2} fiir V(z), welcher
dquivalent zum Stencil Sy (i) = {I;} ist.

3. Si(i) = {®j41/2,- - 8j41-1/2} ist bekannt fiir [ = 2,... k. Fiige einen der benachbarten Punkte
xj_1/2 oder x ;41/2 zum Stencil hinzu, entsprechend dem ENO Verfahren:

° Wer~1n | VIzj—1/2,- .. :Ej_H_l@] |<| VIzjt1/2,- - Tjqi41/2] |, dann fiige 2;_1 /o dem Sten-
cil Sj(i) hinzu und erhalte Si1(i) = {zj_1/2, - Tj4i1-1/2}

o Andernfalls, fiige 74,41 /2 dem Stencil S, () hinzu und erhalte S'Hl(i) ={zjt1/2,- - Sjpi41/2}

4. Verwende die Lagrangesche oder die Newtonsche Form des Interpolationspolynoms um p;(x)
zu berechnen. Dies ist ein Polynom vom Grad < k —1 in I;. Verwende p;(2) um Approxima-
tionen an den Zellgrenzen zu erhalten.

U;rl/g = pi($¢+1/2)7 v;:l/g = pi(xi—l/Q)

Diese Approximationen kénnen auch unter Verwendung der vorgespeicherten Konstanten c,;
berechnet werden.

Eigenschaften der ENO Interpolation. Gegeben sei eine stiickweise glatte Funktion V' (x). Wir
starten mit einem Zwei Punkte Stencil So(i) = {x;_1/2,¥i11/2} im Schritt 2 der ENO Rekonstruk-
tion. Die ENO Interpolation hat folgende Eigenschaften [3]:

1. Die Fehlerabschitzung
Pi(z) = V(z) + O(AzFTY),  z el

gilt in jeder Zelle I;, welche keine Unstetigkeit enthélt.
2. P;(x) ist monoton in jeder Zelle I;, welche die Unstetigkeitsstelle von V(x) enthilt.

3. Die Rekonstruktion ist TVB (total variation bounded). Das heifit, es existiert eine Funktion
z(z) mit
2(x) = Py(x) + O(Az*tY), zel;

fiir alle Zellen I; (inklusive der Zellen mit Unstetigkeitsstellen), sodass gilt

TV(z) < TV(v)

4.3 Weighted ENO Approximation in 1D
Im Folgenden beschreiben wir weighted ENO (WENO) Verfahren [9, 5]. WENO ist eine Weiter-
entwicklung von ENO. Statt nur einen der in Frage kommenden Stencils zur Rekonstruktion zu

verwenden, verwendet man eine konvexe Kombination von allen.

Betrachten wir die k£ in Frage kommenden Stencils

ST(Z) = {xi_r,...zi_ﬂ_k_l}, r= O,...k— 1 (45)
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Daraus erhalten wir & verschiedene Rekonstruktionen fiir die Werte v; 1,2

k—1
117?:_)1/2 = Z er@i—r-&-ja r= O, k=1 (46)
j=0

Die WENO Rekonstruktion nimmt nun eine konvexe Konbination von allen vi(i)l /2 als neue Ap-

proximation fiir die Werte v(z;41/2) an den Zellgrenzen:

k-1
Vit1/2 = Zwrvx—)l/Z (4.7)
r=0

Der Schliissel zum Erfolg von WENO ist die Wahl der Gewichte w,.. Fiir Stabilitit und Konsistenz
verlangen wir

k—1
we=0, > wp=1 (4.8)
r=0

Wenn die Funktion v(z) in allen in Frage kommenden Stencils glatt ist, dann gibt es Konstanten

d, sodass
k—1

Vit1/2 = Z drvﬁ)l/g = v(Tiy1/2) + O(D2 ) (4.9)
r=0

Die Konstanten d,. fiir 1 < k < 3 sind gegeben durch

k=1: d():l
2 1
k=2: do==,dy ==
0 33 1 3
3 3 1
k=3: do=—,d1=—=,dy = —
3 0=1gph=5 =1

Alle d, sind positiv und E::é - = 1. Im glatten Fall m6chten wir
wp=d, + 0Nz, r=0,... k-1

woraus wir eine Genauigkeit der Ordnung 2k — 1 erhalten wiirden:

k—1
Ui+1/2 = Z CL)T’Ug_)l/Q = U(xi+1/2) + O(Al‘2k71) (410)
r=0
weil
k—1 k—1 k—1
Zwrvz(:-)l/2 - Z drvz(:-)l/2 = (wr —d.) (Ui(:-)l/z - U(l’i+1/2))
r=0 r=0 r=0
k—1

= O(AzF 1 O(AF) = O(A*1)

ﬂ
Il
=

Enthélt die Funktion v(z) in einem oder mehreren Stencils (4.5) eine Unstetigkeitsstelle, mochten
wir dass die dazugehorigen Gewichte w, gleich 0 sind, um die erfolgreiche ENO Idee fortzusetzen.
Wiinschenswert wiire es, wenn die Gewichte glatte Funktionen der involvierten Zellmittelwerte
sind. Weiters mochten wir, dass die Gewichte einfach mit dem Computer zu berechnen sind. Poly-
nome und rationale Funktionen sind folglich Exponentialfunktionen vorzuziehen.

Diese Uberlegungen fiihren auf Gewichte der Form

Ay

——r=0,...k—1 (4.11)
Zf;é Qs

Wy =
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mit p

Dabei ist € > 0 die Maschinenkonstante und wird eingefiihrt, damit der Nenner nie 0 wird. Ein
guter Wert fiir € ist € = 1075, Die 3, heifen Glattheitsindikatoren der Stencils S,.(i): Wenn die
Funktion v(z) im Stencil S, (i) glatt ist, verlangen wir

8, = O(a?)
und wenn v(x) eine Unstetigkeitsstelle in Stencil S,.(¢) enthélt, verlangen wir
Br=0(1)
Fiir die Gewichte w, in (4.11) bedeutet das
w, = 0(1)
wenn die Funktion v(z) im Stencil S, (7) glatt ist, und
w, = O(Azt)
wenn v(z) im Stencil S, (i) eine Unstetigkeitsstelle hat.

Wenn die konkrete Form der Glattheitsindikatoren 3, gegeben ist, muss man iiberpriifen, ob die
Fehlerabschiitzung (4.10) gilt. Fiir alle Glattheitsindikatoren (3, erfiillen die in (4.11) definierten
Gewichte (4.8). Um (4.10) zu erfiillen reicht es, wenn gilt

B.=DA+0(AzFY)), r=0,...k—1 (4.13)
wobei D # 0, unabhéingig von r.

Die ENO Rekonstruktion sucht den glattesten Stencil durch den Vergleich von (nicht)dividierten
Differenzen. In [5] werden Glattheitsindikatoren (3, konstruiert. Sei p,(z) das Rekonstruktionspo-
lynom im Stencil S,.(¢). Wir definieren

k-1 Tit1/2 i 2
B, = Z/ Azl (apj(:”)) dw (4.14)
1=1"%i-1/2 O
Fiir k = 2 erhalten wir die Glattheitsindikatoren
Bo = (Uis1—1;)
B = (v —0i1)? (4.15)
Fiir k = 3 erhalten wir die Glattheitsindikatoren
13 _ Y . ~ 2
Bo = ﬁ(% — 2041 + Vigo2)” + 1(3%‘ — 4041 + Viy2)
13 = o 1 - 2
5 = E(Ui_l = 20; + Viy1)” + 1(”1’—1 — Vit1) (4.16)
13 _ 2 1 _ 2
B2 = E(Ui_Z — 20,1 4+ 0;)" + Z(Uz'—z — 47;_1 + 30;)

(4.15) liefert ein WENO Verfahren dritter Ordnung, (4.16) liefert ein WENO Verfahren fiinfter
Ordnung.

Weighted ENO Rekonstruktion. Gegeben sind die Zellmittelwerte {7;} einer Funktion v(z).
Fiir jede Zelle I, erhalten wir eine Approximation der Ordnung (2k —1) fiir v(x) an den Zellgrenzen
(v, jo und v, /2) auf die folgende Weise
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1. Berechne die & Approximationen o'
firr=0,...k—1.
Berechne dle k Approximationen v / der Ordnung k, mit Hilfe der Stencils (4.5), fiir
r=0,...k—1

+1/2 der Ordnung k in (4.6), mit Hilfe der Stencils (4.5),

2. Bestimme die Konstanten d, und JT, sodass

—1

it = Yo dal = (i) + OB ) und
r=0

Vi—1/2 = Zdv o = 0(Tii1/2) + O(Az” )

gilt. Aus Symmetriegriinden gilt y
dr = dp—1-r

3. Bestimme die Glattheitsindikatoren 3, in (4.14) fiir r = 0, ... k — 1. Explizite Werte fiir k = 2
und k£ = 3 sind in (4.15) und (4.16) angegeben.

4. Bilde die Gewichte w, und @, mit Hilfe von (4.11)-(4.12) und

~r Jr
Gy — = 0, k-1

>l (e 0,7

5. Berechne die Rekonstruktionen der Ordnung 2k — 1

k-1

— _ (r)

Uz‘+1/2_2“’r“i+1/27 v 1/2 Z‘”T i—1/2 (4.17)
r=0

4.4 ENO und WENO Verfahren fiir 1D Erhaltungsgesetze
Im Folgenden beschreiben wir ENO und WENO Verfahren fiir 1D Erhaltungsgesetze
ug(x,t) + fo (u(z,t)) =0 a<zx<b (4.18)

mit passenden Anfangs- und Randbedingungen. Wir konzentrieren uns auf riaumliche Diskretisie-
rung und lassen die Zeitvariable stetig (Method of Lines Ansatz).

Finite Differenzen Formulierung. Wir lésen (4.18) direkt mit folgendem Ansatz

duz(t) 1 a ~
e _Kx(fi—&-lﬂ — fi—1/2)

wobei u;(t) die numerische Approximation des Punktwerts u(x;,t) ist und der numerische Fluss
fiv172 = f(Ui—p, ... Tiys) folgende Bedingungen erfiillt:

e f ist eine Lipschitz stetige Funktion in allen Variablen
e f ist konsistent mit dem physikalischen Fluss f, das heiBt f(u,...u) = f(u)

Den numerische Fluss ﬁ;H /2 erhilt man durch die ENO oder WENO Rekonstruktion mit v(x) =
flu(z,t)). Um Stabilitdt zu gewéhrleisten ist es wichtig, dass Upwindig verwendet wird, bei der
Berechnung des Flusses. Der einfachste und am wenigsten aufwendigste Weg um Upwindig zu
f(Ui+1/2)—f(U1'71/2) und

erreichen ist der Folgende: Berechne den Roe-Speed a;1/0 = TP

e wenn d;1/2 > 0, dann weht der Wind von links nach rechts. Wir nehmen also v, zur

i+1/2
Berechnung des numerischen Flusses le /2
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e wenn d;41/2 < 0, dann weht der Wind von rechts nach links. Wir nehmen also v zur

+
i+1/2
Berechnung des numerischen Flusses f;11/2

Ein Nachteil des ENO-Roe ist, dass man eventuell Losungen erhilt, welche die Entopiebedingung
verletzen. Um dies zu vermeiden, verwendet man globales Flux Splitting:

) A
du — 7

<0
du —

flu) = fT(u) + £~ (u) wobei

Die einfachste Version ist Lax-Friedrich Flux Splitting:

7+ = 5(f(w) £ u)

wobel a = max,, | f'(u) |.
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Tabelle 4.1: Konstanten c,;

Lk r] =t =2 [ =3 [ j =5 |
1]-1 1
0 1
1 3/2 1/2
2 [0 12 12
1 1/2 3/2
-1 11/6 -7/6 1/3
30 1/3 5/6 1/6
1 176 5/6 1/3
2 1/3 776 11/6
-1 25/12 23/12 13/12 1/4
0 1/4 13/12 5/12 1/12
41 1/12 7/12 7/12 1/12
2 1/12 5/12 13/12 1/1
3 174 13/12 23/12 25/12
-1 137/60 -163/60 137/60 -21/20 1/5
0 1/5 77760 ~43/60 17/60 -1/20
51 -1/20 9/20 47/60 13760 1/30
2 1/30 -13/60 17760 9/20 -1/20
3 -1/20 17/60 -43760 77760 1/5
1 1/5 -21/20 137/60 | -163/60 137/60
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Kapitel 5

Runge Kutta Verfahren

Runge Kutta Verfahren werden verwendet um gewohnliche Differentialgleichungen der Form
uy = L(u)

mit passenden Anfangsbedingungen zu 16sen. Mit Hilfe der Method of Lines Methode erhilt man
aus der Diffusionsgleichung u; = u,, N solche gewohnliche Differentialgleichungen

ug(x;) = Li(u™) i=1,...N

Dabei wird u,, an jeder Stelle z; mit einer Differenzenapproximation angenéhert und mit L;(u™)
bezeichnet.

In Kapitel 2 betrachteten wir als Zeitdiskretisierung nur das Euler (Vorwiirts) Verfahren

ut Tl — gy

7 7

k

Runge Kutta Verfahren sind Einschrittverfahren. Zur Berechnung der Funktionswerte zum néchsten
Zeitpunkt werden Zwischenschritte eingefiihrt.

up(z;) ~

Beispiel Ein explizites 2-Schritt Runge Kutta Verfahren ist gegeben durch
1
ugl) = ul+ §kLi(U”)
'ttt = ul + kL (uY)

Im ersten Schritt werden mit dem Euler Verfahren Zwischenwerte berechnet, die w;(t,41/2) appro-
ximieren. Im zweiten Schritt wird die rdumliche Differenzenapproximation L; am Mittelpunkt des
Zeitintervalls berechnet.

Allgemeine Form des Runge Kutta Verfahrens. Die allgemeine Form des Runge Kutta
Verfahrens [12] hat die Gestalt

j—1
u = Zo‘jkugk) + kB Li(u®) j=L..m,i=1...N

k=0

UEO) =, ul(m) _ u;H_l (5.1)

Im Folgenden werden die Koeffizienten von Runge Kutta Verfahren der Ordnungen 2 und 3 [12]
angefiihrt.

m=2: allzl,ﬁllzl
1 1 1
Qo = 5,021 = 5,»320 =0,021 = 3
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ap;;=1,61 =1

3 1 1
= — = — = O — —
Qg0 = 7,021 4,ﬁ20 , Ba1 1
1 2 2
@30 = 3,031 , 0432 37530 , Ba1 , Ba2 3
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Kapitel 6
Numerische Ergebnisse

Im Folgenden sollen ENO und WENO Verfahren auf die 1D Diffusionsgleichung (eine parabolische
partielle Differentialgleichung) verallgemeinert werden. Weiters soll untersucht werden, ob die ENO
und WENO Verfahren fiir 7 < C mit C > } stabil sind.

6.1 Aufbereiten des ENO und WENO Algorithmus fiir die
Diffusionsgleichung

Hyperbolische Erhaltungsgesetze. ENO und WENO Verfahren wurden zur numerischen Lésung
von hyperbolischen Erhaltungsgesetzen [7] entwickelt. 1D Erhaltungsgesetze haben die Gestalt

up(x,t) + fo(u(z,t)) =0 a<z<b (6.1)

wobei f eine nichtlineare Funktion in u ist.

Sei a(u) = %. Dann kénnen wir (6.1) in der Form
w4+ a(w)u, =0 (6.2)
schreiben. Folglich ist u konstant entlang Trajektorien z(t), welche sich mit Geschwindigkeit

_dz

a=— (6.3)

ausbreiten. Deshalb heifit a Signalgeschwindigkeit. Die Trajektorien, welche (6.3) erfiillen heifien
Charakteristiken. Da u konstant entlang den Trajektorien und a = fl—f ist, sind die Charakteristiken

Geraden in der (z —t) Ebene.

Diffusionsgleichung. Die 1D Diffusionsgleichung hat die Gestalt

Ut = Ugy (6.4)
Diese Gleichung ldsst sich umschreiben zu
U — Ugye = 0
U+ (—ug)y = 0 (6.5)

Vergleicht man (6.1) und (6.5) so sieht man

f=—uy (6.6)

Der Method of Lines Ansatz fiir die Losung von hyperbolischen Erhaltungsgesetzen mit Hilfe von
ENO und WENO Verfahren liefert

du; F f
udt(t) - _é(fiJrl/Z = fiz1/2) o7
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wobei fi+1 /2 der numerische Fluss an der Zellgrenze ;1,5 ist, welcher mit ENO oder WENO
Verfahren berechnet wird.

Programm. Um die Diffusionsgleichung mit ENO oder WENO Verfahren zu l6sen, miissen fol-
gende drei Schritte durchgefiithrt werden:

1. Berechne u,, zum Beispiel mit Hilfe eines zentralen Differenzenquotienten

2. Berechne f = —u, an den Zellgrenzen mit Hilfe von ENO oder WENO Verfahren

du; (t)

3. Bilde das Schema (6.7) mit einer geeigneten Zeitdiskretisierung fiir =

Angenommen die Anfangsbedingung u(x, 0) sei beschréankt und stetig, u(z,0) > 0 aber u(x,0) # 0.
Dann ist u(z, t) tatséichlich positiv fiir alle Punkte x € R und Zeiten ¢ > 0 (vergleiche Kapitel 2.3).
Das heif3t, Stérungen breiten sich in alle Richtungen aus. Deshalb wird bei der Berechnung von
fiﬂ /2 im Schritt 2 kein Upwinding verwendet.

Réaumliche Diskretisierung. Berechnungen wurden mit folgenden Methoden durchgefiihrt:
e ENO Verfahren der Ordnungen 2,3,4,5
e WENO Verfahren der Ordnung 5
e Fixed Stencil Approximation der Ordnungen 2,4
e Zentraler Differenzenquotient
Zeitliche Diskretisierung. Berechnungen wurden mit folgenden Methoden durchgefiihrt:
e Euler (Vorwirts) Verfahren

e Runge Kutta Verfahren der Ordnung 2,3

6.2 Ergebnisse

Alle Berechnungen wurden mit n = 128 physikalischen Gitterpunkten durchgefiihrt. Zusétzlich
wurden auf jeder Seite 5 Ghost Cells verwendet um die periodischen Randbedingungen zu realisie-
ren.

6.2.1 Stetige Anfangsbedingung
Wir betrachten die 1D Diffusionsgleichung

Ut = Ugy —nm<r< 4w

mit der Anfangsbedingung
u(z,0) = cosx

und mit periodischen Randbedingungen.

Tabelle 6.1 zeigt bis zu welcher Courantzahl ¢ = % die verwendeten Algorithmen stabil sind.

In Tabelle 6.2 werden verschiedene numerische Algorithmen zur Losung der Diffusionsgleichung
verglichen. Die natiirliche Diskretisierung (3.5) ist fiir Courantzahlen ¢ < 0.5 stabil. Lost man die
Diffusionsgleichung mit Hilfe eines ENO Algorithmus dritter Ordnung (ENO 3) und ¢ = 0.5 so
sieht man, dass der Rechenfehler halb so grofl verglichen mit der natiirlichen Diskretisierung ist,
aber circa acht mal so viel Rechenzeit benotigt wird. Erhoht man die Courantzahl auf ¢ = 1.0,
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verliert man den Vorteil in der Rechengenauigkeit und die Rechenzeit ist noch immer deutlich
hoher.

Mit steigender Courantzahl sinkt zwar die benétigte Rechenzeit fiir die Verfahren ENO, WENO
und Fixed Stencil, die Genauigkeit nimmt aber ab.
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Tabelle 6.1: Stabilitidt der numerischen Verfahren

Numerisches Verfahren | Zeitdiskretisierung | Stabil bis Courantzahl ¢ = 1%
ENO 2 Euler Vorwirts 1.6
ENO 3 Euler Vorwirts 1.4
ENO 4 Euler Vorwirts 1.3
ENO 5 Euler Vorwirts 1.2
ENO 2 Runge Kutta 3 2.0
ENO 3 Runge Kutta 3 1.7
ENO 4 Runge Kutta 3 1.6
ENO 5 Runge Kutta 3 1.6
WENO 5 Euler Vorwirts 14
WENO 5 Runge Kutta 3 1.6
Fixed Stencil 2 Euler Vorwirts 2.0
Fixed Stencil 2 Runge Kutta 3 2.5
Fixed Stencil 4 Euler Vorwérts 14
Fixed Stencil 4 Runge Kutta 3 1.8

Tabelle 6.2: Vergleich der numerischen Verfahren

Numerisches Verfahren Courantzahl Fehler Rechenzeit
c= 1 [ lloo [s]
ENO 3 0.5 1.0508 - 10~7 | 2.443514
ENO 3 1.0 4.3152-10~" 1.161670
WENO 5 0.5 1.0524 - 1077 6.829821
WENO 5 1.0 4.3169 - 10~ " 3.354824
Fixed Stencil 4 0.5 1.0506 - 107 1.281843
Fixed Stencil 4 1.0 4.3151-10~7 | 0.6409216
Fixed Stencil 4 1.3 5.83290-10~7 | 0.5007200
Natiirliche Diskretisierung 0.5 1.9605-10~7 | 0.3204608
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Abbildung 6.1: Numerische Losung zu den Zeitpunkten ¢ = 0,1, 2,...7 berechnet mit ENO 3 und
Courantzahl ¢ = % =1.0
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Abbildung 6.2: Numerische Losung zu den Zeitpunkten ¢ = 10, 20, 30, 40 berechnet mit ENO 3 und

Courantzahl ¢ = % =1.0
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Die Abbildungen 6.1, 6.2 und 6.3 zeigen die Zeitentwicklung (berechnet mit einem ENO Verfahren
dritter Ordnung) der Cosinusfunktion zu ausgewihlten Zeiten.

Abbildung 6.2 zeigt, dass sich im Laufe der Zeit aus der Cosinusfunktion eine Flip Flop Funktion
entwickelt. Dieses Phdnomen zeigt sich auch bei der Verwendung von WENO Verfahren, Fixed
Stencil Approximationen und auch bei der Berechnung mit Hilfe der natiirlichen Diskretisierung
(3.5).

Abbildung 6.3 zeigt die Entstehung dieser regelméfiigen Oszillationen mit Periode 2. Da in den
verwendeten Algorithmen (ENO, WENO, Fixed Stencil) die Ableitung wu, mit einem zentralen
Differenzenquotienten % berechnet wird stellt sich ein stabiler Zustand ein. Die Ableitung
u; der Flip Flop Funktion hat an jeder Stelle den Wert 0.

Dieses Verhalten kann auch nicht verhindert werden, indem man den Fluss f = u, an den Zellmit-

telpunkten (statt an den Zellgrenzen) berechnet und nachher den Fluss an den Zellgrenzen durch
Mittelung der zwei benachbarten Fliisse an den Zellmittelpunkten berechnet.
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6.2.2 Unstetige Anfangsbedingung
Wir betrachten die 1D Diffusionsgleichung

mit der Anfangsbedingung

0.4 wenn
u(z,0) = { 1.2 wenn

0.4 wenn

Wi~ O
IAN AN
88 8
IAN AN
— colpoel

und mit periodischen Randbedingungen.

In Abschnitt 6.2.1 haben wir gesehen, bis zu welcher Courantzahl ¢ die verwendeten Algorith-
men Probleme mit stetigen Anfangsbedingungen stabil 16sen kénnen. Die Abbildungen 6.4 und
6.5 zeigen die numerischen Losungen (berechnet mit einem ENO Verfahren dritter Ordnung) mit
unstetiger Anfangsbedingung nach den ersten Zeitschritten k. Dabei sieht man, dass bei der Be-
rechnung mit Courantzahl ¢ = 1.0 immer wieder Ecken in der Losung entstehen. Mit Courantzahl
¢ = 0.5 erhilt man eine glatte Losung.

Auch bei diesen Problemen entstehen wieder Oszillationen mit Periode 2, die hier allerdings nicht
regelméflig sind (siehe Abbildung 6.8). Der Algorithmus bleibt aber stabil.
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Abbildung 6.4: Numerische Loésung nach 0,1,2,3 Zeitschritten k, berechnet mit ENO 3 und Cou-
rantzahl c=7 = 0.5 (links) und Courantzahl c=75 = 1.0 (rechts)
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Abbildung 6.5: Numerische Loésung nach 4,5,6,7 Zeitschritten k, berechnet mit ENO 3 und Cou-
rantzahl c=7 = 0.5 (links) und Courantzahl c=75 = 1.0 (rechts)
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Abbildung 6.6: Numerische Losung zum Zeitpunkt ¢ = 1 berechnet mit ENO 3 und Courantzahl
c=7# = 0.5 (links) und Courantzahl c=

1.0 (rechts)

ﬁ:

Abbildung 6.7: Numerische Losung zum Zeitpunkt ¢ = 10 berechnet mit ENO 3 und Courantzahl

c:h—k2 = 0.5 (links) und Courantzahl c:,f—z = 1.0 (rechts)
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Abbildung 6.8: Numerische Losung (Vergrofierung) zum Zeitpunkt ¢ = 10 berechnet mit ENO 3

und Courantzahl c:% = 0.5 (links) und Courantzahl c:% = 1.0 (rechts)
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Anhang A

Laxscher Aquivalenzsatz

Banachridume. Als erstes werden einige Grundlagen iiber Banachriume wiederholt. Die Beweise
der Sétze findet man zum Beispiel in [6].

Sei X ein Vektorraum iiber einem skalaren Kérper und sei || - || : X — R eine Norm auf X.
Wir bezeichnen X mit || - || als normierten Raum.

Eine Folge {u,} in einem normierten Raum konvergiert gegen den Grenzwert u € X wenn
lim,, oo ||un — u| = 0. In diesem Fall schreiben wir u, — u. Eine Folge {u,} in einem nor-
mierten Raum heiBt Cauchy Folge wenn lim,, ,—co ||tm — %y|| = 0. Ein normierter Raum, indem
alle Cauchy Folgen konvergieren heifit vollstdndiger normierter Raum oder Banachraum.

Satz A.1 Eine Teilmenge D eines Banachraums X ist vollstdndig (also auch ein Banachraum)
dann und nur dann wenn D in X abgeschlossen ist.

Seien X und Y zwei Banachriume, und D C X. Sei T ein Operator der auf D definiert ist
und dessen Bild in Y enthalten ist, T: D C X — Y. T ist linear wenn D ein Teilraum von X ist
und

Tu+v) = Tu+Tv
T(au) = oTu

fiir alle u,v € D und Skalare « gilt. Ein linearer Operator heifit beschrénkt, wenn es eine Konstante
K gibt, sodass
[Tul] < K|ull (A1)

fiir alle w € D. Beachte, dass die Normen auf X und Y verschieden sein kénnen, dies wird aber
nicht gekennzeichnet.

Sei T : D C X — Y ein beschrinkter linearer Operator. Das Infimum der Menge aller oberen
Schranken heiit die Norm von T und wird mit |T’|| bezeichnet. Es gilt

| Tul|
||| = sup TR ([ Tul]
wro Ul =1

FEine Familie " von linearen Operatoren T : X — Y heifit gleichméfig beschréinkt wenn es eine

Konstante K gibt, sodass (A.1) fiir alle ' € I und v € X halt.

Satz A.2 (Banach-Steinhaus). Eine Familie I' von beschrénkten linearen Operatoren von ei-
nem Banachraum X in sich selbst ist gleichmé&fig beschrinkt wenn fiir jedes u € X die Menge der
Normen

S={Tu|| [TeTl}
beschrankt ist.
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Banachraum Formulierung des Anfangswertproblems. Sei X ein Banachraum mit Norm
I -], und sei A : Y € X — X ein linearer Operator. Eine echte Losung u(t) des abstrakten
Anfangswertproblems

= Au(t), 0<t<T (A.2)

—Au(t)| =0, 0<t<T (A.3)

Es empfielt sich u(t) fir jedes t als Element eines Funktionenraums der Variable z, und A als
linearen Differentialoperator (unabhiingig von t) vorzustellen.

Sei D C Y ein Unterraum von Anfangsbedingungen u sodass das Problem (A.2) eine eindeutige
echte Losung hat. Fiir jedes feste ¢, heifit Eo(t) : D — X, Ey(t)ug = u(t) echter Losungsoperator.
Ey(t) ist ein linearer Operator.

Problem (A.2) heifit sachgemif gestellt (auf X), wenn
1. es einen Unterraum D von Anfangsbedingungen gibt, der in X dicht ist, und

2. die dazugehorige Familie von echten Lésungsoperatoren Ey(t), 0 < t < T gleichméBig be-
schrénkt ist.

Wenn u(t) und v(t) zwei echte Losungen zu den Anfangsbedingungen wg und vy sind, und wenn
das Problem sachgeméf gestellt ist, dann folgt aus 2 die Existenz einer Konstanten K sodass fiir
alle 0 <t <T

[u(t) —v()]| = | Eo(t)(uo — vo)ll < Klluo — vol|

gilt Die Losung hingt also stetig von der Anfangsbedingung ab.
Satz A.3 Die echte Losung u(t) = E(t)ug, ug € X ist stetig auf dem Intervall [0, T].

Beweis. Sei t € [0,T] fest un {ug,} eine Folge in D mit wg, — ug. Wenn s € [0,7], dann
gilt

[u(s) —u(®)]] = [E(s) = E(t))uoll
< E(s)(uo — uon)|| + [[(E(s) — E(t))uon|| + [ E(t) (uon — uo)|
Da (A.2) sachgemif gestellt ist, erhalten wir
[u(s) —u(®)]| < 2K|luo — uonll + [[un(s) — un(t)]

wobei K eine Konstante ist und uy, () = E(t)uoy die echte Losung zu ugy, ist. Geméf (A.3) existiert
ein 7, € X mit limg_¢ ||9,] = 0 und

[un(s) —un(®)l <|'s =t | [[[Aun @) + [[7a]]
Fasst man die beiden letzten Gleichungen zusammen, erhélt man
[u(s) —u()|| < 2K |uo — uonll+ | s — ¢ | [[|Aun(®)]| + [[mn ]

Sei € > 0 gegeben. Wir wilhlen n so grof}, dass der erste Term auf der rechten Seite kleiner €/2
ist. Wir konnen dann ¢ so wihlen, dass der zweite Term ebenfalls nicht grofier als €/2 ist, wenn
| s—t|< 0.

O
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Der folgende Satz zeigt die sogenannte Halbgruppeneigenschaft von E(t).

Satz A.4 Fiir alle s,t,s+t in [0, 7] gilt

E(s+t) = FE(s)E(t) (A.4)
Beweis. Sei ug € X. Dann existiert eine Folge {ug,} in D mit ug, — ug. Sei t fest und uy,(t) =
E(t)ug,. Wir setzen v,(s) = uy(s + t). Offensichtlich ist v, (s) die echte Losung von (A.2) im
Intervall [0, T — t] mit der Anfangsbedingung wu, (t). Folglich ist v, (s) = E(s)u,(t). Also

E(s + t)uon = un(s + 1) = vn(s) = E(s)un(t) = E(s) E(t)uon

Daher gilt
IE(s +t)uo — E(s)E@uoll < [|E(s + t)(uo — uonl| + [ E(s + t)uon — E(s) E(t)uon|
FIIE(s)E(t)(uon — uo)|l
< EG + 0l luo — uonll + [ E(s) E@)| luon — uoll
< (K + K?)|lug — uon||

Wenn n — oo, erhélt man die gewiinschte Aussage.

Differenzenverfahren. Wir wollen das Anfangswertproblem mit Hilfe eines Differenzenverfah-
rens Mp numerisch 16sen. Ein Differenzenverfahren ist eine einparametrige Familie von gleichmé8ig
beschrankten linearen Operatoren

C(At): X - X, 0<At< Aty
Die Niherungslosung von (A.2) bezeichnen wir mit u(-,t). Sie geniigt der Differenzengleichung

u(,t+ At) = C(Au(-t)

Der Operator C(At) soll den echten Losungsoperator E(At) approximieren. Ein Differenzenver-
fahren Mp ist konsistent (mit dem Anfangswertproblem (A.2) ) wenn es einen dichten Teilraum
D¢ von X gibt, sodass fiir alle ug € D¢

[C(AL) — B(A)E(t)uo

. — <t<
A%—)OH VAN A || O, O_t _T
gilt. Die Grofe
1
7= 2 C(AY) — E(A]E()uo,  uo € Do

heifit lokaler Diskretisierungsfehler. Das Verfahren Mp ist von der Ordnung p, wenn || =
O((At)P) bei At — 0 fiir ein p > 0.

Ein Differenzenverfahren Mp heifit konvergent beziiglich des Anfangswertproblems wenn fiir jedes
feste t € [0,7] und up € X

Jim €7 () = B(©)]uo]| = 0
gilt, wobei {n,} eine Folge von ganzen Zahlen und {¢;} eine Folge von Zeitschritten ist, sodass
hmj_,oo nj A tj =t.
Ein Differenzenverfahren Mp heifit stabil, wenn die Familie von Operatoren

L ={C"(At) | 0< At < Atg, 0 <nAt<T}
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gleichméBig beschrénkt ist.

Konsistenz und Konvergenz hingen vom Anfangswertproblem ab, wiahrend Stabiliét eine Eigen-
schaft des Differenzenverfahrens Mp ist.

Laxscher Aquivalenzsatz. Der Laxsche Aquivalenzsatz verbindet die drei Konzepte Konsistenz,
Konvergenz und Stabilitét.

Satz A.5 (Lax).Gegeben sei ein sachgemif gestelltes Anfangswertproblem (A.2) und ein kon-
sistentes Differenzenverfahren Mp. Dann ist Stabilitdt hinreichend und notwendig fiir Konvergenz.

Beweis. Angenommen Mp ist konvergent. Da alle C™(At) € T" beschrinkt sind, folgt die Sta-
bilitéit aus Satz A.2, wenn wir zeigen konnen, dass fiir jedes ug € X die Menge

S={|C™"(At)ug || | 0 < At < Aty, 0<nAt<T}

beschrinkt ist. Der Beweis ist indirekt. Wére S nicht beschrénkt, dann gibt es Folgen {n;} und
{At;} sodass
0<At; <Aty, 0<n; At; <T und ||C™(At;)uo|| — cowennj — 0

Durch die Wahl von passenden Teilfolgen (wenn nétig) erhélt man ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit
At;j —a und n; At; —t

wobei 0 < a < Atgund 0 <t <T. Wenn a # 0, folgt n; — t/a und die Folge {n,} ist beschrankt.
Aber aus der Ungleichung
[[C™ (Atj)uol| < [|C(AL;)™ |[uoll

folgt, dass ||C'(At;)]|™ — oo. Daher ||C(At)|| — oo, was der Definition von Mp widerspricht. Wir
schlieffen dass At; — 0. Nun wenden wir die Annahme dass Mp konvergent ist an, um die Existenz
einer Konstanten K abzuleiten sodass

I[C™ (At;) — E@)]uol < K, j=1,2,...
Daraus folgt

1C™ (At )uoll I[C™ (At5) = E(8)]uol|
K+ [[E()uoll

IA A

Dies widerspricht der Annahme dass ||C" (At;)|| — co. Damit ist gezeigt dass S beschrénkt ist,
und daher Mp stabil ist.

Angenommen Mp ist stabil. Sei ug € D¢. Wihle {At;}, {n;} und t € [0,T] sodass At; — 0
und n; At; — ¢ wenn j — oo. Betrachte die Grofe
Vi = [C" (Aty) — E(ny Atj)luo
Unter Verwendung der Halbgruppeneigenschaft von F(t) kann man dies umschreiben zu
Vi =[C(Aty) — E™ (Atg)uo
Verwendet man die Identitét
C" —E"Y = (C" —-C"% 'E)+(C% 'E—-CY 2E* 4 ...+ (CE™~! — E™)
cCi Y C—-E)+C"Y *(C—E)E+...+(C—-E)E" !

erhalt man
nj — 1

Vi = Y CMA)[C(At) = B(AE)IE™ ™ F (At )ug
k=0

n;—1

= Y CHAL)C(AL) — BIAL)E((n; —1— k) A t))ug
k=0
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Da Mp stabil ist, existiert eine Konstante K sodass

n;—1
< C(At;) — E(At;
Vil < [ (84)) : ( ])E((nj—l—k)ﬁtj)mllﬂtj
At
k=0 J

Da Mp auch konsistent ist, existiert ein € > 0 sodass

C(AL;) — B(AL)
1=

E((TLJ —1- k’) A tj)UO” S €

fiir gentigend grofie j. Fiir solche j gilt ||V;|| < Ken; At; < KTe. Das heifit |V}|| — 0 wenn j — oo.
Wir sehen nun, dass

I[C™ (Dt5) = E(®)]uol|

N

< Vil +lI[E(n; At) = E@)]uoll
= Vil + llu(ng & ty) = u(@)]

wobei u(t) = FE(t)up. Da nach Satz A.3 wu(t) im Intervall [0,7T] stetig ist, folgt aus der obigen
Ungleichung, dass Mp auf der Menge U stetig ist.

Um die Konvergenz auf ganz X auszuweiten, withlen wir fiir ug € X eine Folge {ug} in D¢ sodass
ugr — Uug. Also ist

1C" (Aty) = E@)]uoll - < [|C™ (Aty)(uo — uro) || + [[[C™ (At;) — E(E)]uroll
HIE®) (uro = uo) |

Da Mp stabil ist und das Problem sachgeméf gestellt ist, sind ||C" (At;)| und | E(t)|| beschrénkt
durch eine Konstante K. Fiir € > 0 kénnen wir ein geniigend grofies k wihlen, sodass

I[C™ (At;) — E(®)]uoll < 2Ke+ [|[C™ (Aty) — E(t)]uroll
Fiir alle gentigend kleinen At; erhalten wir

[C™ (At5) = E@)]uoll < (2K + 1)e
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Anhang B

Source Code

module globals
implicit none
double precision,allocatable
double precision,allocatable
double precision, parameter
real E

integer :: method,eno_order,rk_method,n_stages,stage,which_eno

integer :: n !number of gridpoints

real

real H

integer :: margin

integer :: output=81,1input=80

logical :: first_time=.true.,l_put_out=.false.
integer :: i,j,k,1,m !counter

real :: timel,time2

srou(:),x(:),u 01d(:),ux(:) ,u_aux () ,u_xx(:)
:: f_hat(:),numerical_flux(:)

a,b,n_intv,n_intv_i,len_intv

courant_number,delta_t,delta_x,time,t_max
: first_put_out,t_put_out,next_put_out

!ENO-reconstruction coefficients c_rj for the cell I_i with r cells to the left

'and s cells to the right, such that r+s+l=eno_order
irocl
1 c2
i1 c3
:ch
: cb

real,dimension(-1:0,0:0)
real,dimension(-1:1,0:1)
real,dimension(-1:2,0:2)
real,dimension(-1:3,0:3)
real,dimension(-1:4,0:4)

end module globals

program diffusion_equation

IThis program computes numerical soulutions to the diffusion equation

tusing ENO-Methods
use globals

call init ()

call eno_init ()

call init_data ()

call calculation ()

call final_put_out ()

call exact_solution ()
end program diffusion_equation
subroutine init ()

use globals
implicit none

open(unit=input,file=’input.a’)

read (input, *)
read(input,*) b
read(input,*) n
read(input,*) margin
read(input,*) courant_number
read(input,*) t_max
read(input,*) eno_order

o

read(input,*) which_eno
read(input,*) rk_method
read(input,*) method
read(input,*) first_put_out

if (first_put_out .ge. 0.) read(inmput,*) t_put_out

close (input)

allocate(x(1:n))
allocate(u(1:n))
allocate(u_old(1:n))
allocate(u_x(1:n))
allocate(u_xx(1:n))
allocate(f_hat(0:n))
allocate(u_aux(1:n))

!periodic boundary condition:

1# of cells for the physical range: n-2*margin
!length of interval: (b-a)/(n-2*margin)

!# of cells: n, # of gridpoints: n
!a=a-len_intv*margin; b=b+len_intv*margin

!x(i)=a+(i-0.5)*len_intv

len_intv=(b-a)/(n-2*margin)
a=a-len_intvémargin

s
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b=b+len_intv+margin
n_intv=n

do i=1,n
x(i)=a+(i-0.5)*len_intv

enddo

delta_x=len_intv

if (margin .1t. eno_order) then
write(*,*) ’margin lower then eno-order’
write(*,*) ’stop’
stop

endif

if (first_put_out .ge. 0.) then
1_put_out=.true.
next_put_out=first_put_out
endif

write(x,*) "Numerical solution of the DIFFUSION EQUATION"
write(x,*) "calculated with ENO methods"

write(x,*) "

delta_t=courant_number*delta_x**2

write(*,*) "delta_x = ", delta_x
write(*,*) "delta_t = ", delta_t
write(*,*) "courant number (delta_t/delta_x"2) = ", courant_number

if (rk_method .eq. 1) then
n_stages=1

elseif (rk_method .eq. 2) then
n_stages=2

elseif (rk_method .eq. 3) then
n_stages=3

else
write(*,*) ’wrong input for rk_method: expected 1 or 2 or 3’
write(*,*) ’stop’
stop

endif

end subroutine init

subroutine init_data ()
use globals
implicit none

! do i=1,n/3
! u(i)=0.4
! enddo

! do i=n/3+1,n-n/3
! u(i)=1.2
! enddo

! do i=n-n/3+1,n
! u(i)=0.4

! enddo

do i=1,n
u(i)=cos(x(i))
enddo

end subroutine init_data

subroutine calculation ()
use globals
implicit none
double precision,dimension(1:n-1) :: du

double precision,dimension(1:n-2) ddu
double precision,dimension(1:n-3) :: dddu
double precision,dimension(1:n-4) :: ddddu
double precision,dimension(0:n) cb_value
real :: time_to_stop=1.,time_step=1.

call CPU_TIME(timel)

do time=0,t_max,delta_t

u(1:margin)=u(n-margin-margin+l:n-margin)  !'periodic boundary conditions
u(n-margin+1:n)=u(margin+i:margin+margin) ! - -

if (method .eq. 1) then

u_old=u
u_aux=u

! if (time .ge. time_to_stop) then Ifor debugging purpose

! time_to_stop=time_to_stop+time_step

! endif

do stage=1,n_stages

Icalculate the derivative u_x

u_x(1)=(u_aux(2)-u_aux (n-2+margin) ) / (2*delta_x)

do i=2,n-1
u_x(i)=(u_aux(i+1)-u_aux(i-1))/(2*delta_x)

enddo

u_x(n)=(u_aux (2*margin+1)-u_aux(n-1))/(2*delta_x)

!calculate -u_x at the cell boundaries
call eno(-u_x)

if (stage .eq. 1 .and. rk_method .eq. 1) then

do j=1,n
u(j)=u_old(j)-delta_t/delta_x*(f_hat(j)-f_hat(j-1))
enddo
endif
if (stage .eq. 1 .and. rk_method .ne. 1) then
do j=1,n
u_aux(j)=u_old(j)-delta_t/delta_x*(f_hat(j)-f_hat(j-1))
enddo
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endif
if (stage .eq. 2 .and. rk_method .eq. 2) then

do j=1,n
u(3)=0.5%u_old(j)+0.5%u_aux(j)-0.5*delta_t/delta_x*(f_hat(j)-f_hat(j-1))
enddo
endif
if (stage .eq. 2 .and. rk_method .eq. 3) then
do j=1,n
u_aux(j)=0.75%u_old(j)+0.25%u_aux(j)-0.25*delta_t/delta_x*(f_hat(j)-f_hat(j-1))
enddo
endif
if (stage .eq. 3 .and. rk_method .eq. 3) then
do j=1,n
u(j)=1./3.%u_01d(j)+2./3.%u_aux(j)-2./3.*delta_t/delta_x*(f_hat (j)-f_hat(j-1))
enddo
endif
enddo

endif

if (method .eq. 2) then
Inatural discretisation

_old(1)+delta_t/(delta_x**2) *(u_old(1)-2*u_old(2)+u_old(3))
,n-1
_old(i)+delta_t/(delta_x**2) *(u_old(i-1)-2%u_old(i)+u_old(i+1))

enddo
u(n)=u_old(n)+delta_t/(delta_x**2) *(u_old(n-2)-2*u_old(n-1)+u_old(n))
endif

if (1_put_out .and. time .ge. next_put_out) then
call put_out ()
next_put_out=next_put_out+t_put_out

endif

enddo !time

call CPU_TIME(time2)
end subroutine calculation
subroutine eno_init ()

use globals
implicit none

c1(-1,0)=1.

€2(0,0)=1./2.
€2(0,1)=1./2.

/3.
/6.
¢3(0,2)=-1./6.
€3(1,0)=-1./6.
€3(1,1)=5./6.
€3(1,2)=1./3.
€3(2,0)=1./3.
€3(2,1)=-7./6.
c3(2,2)=11./6.
c4(-1,0)=25./12.
c4(-1,1)=-23./12.
c4(-1,2)=13./12.
c4(-1,3)=-1./4.
c4(0,0)=1./4.
c4(0,1)=13./12.
c4(0,2)=-5./12.
c4(0,3)=1./12.
c4(1,0)=-1./12.
c4(1,1)=7./12.
c4(1,2)=7./12.
c4(1,3)=-1./12.
c4(2,0)=1./12.
c4(2,1)=-5./12.
c4(2,2)=13./12.
c4(2,3)=1./4.
c4(3,0)=-1./4.
c4(3,1)=13./12.
c4(3,2)=-23./12.
c4(3,3)=25./12.
¢5(-1,0)=137./60.
c5(-1,1)=-163./60.
c5(-1,2)=137./60.
5(-1,3)=-21./20.
c5(-1,4)=1./5.
¢5(0,0)=1./5.
¢5(0,1)=77./60.
¢5(0,2)=-43./60.
¢5(0,3)=17./60.
€5(0,4)=-1./20.
€5(1,0)=-1./20.
¢5(1,1)=9./20.
c5(1,2)=47./60.
c5(1,3)=-13./60.
c5(1,4)=1./30.
€5(2,0)=1./30.
¢5(2,1)=-13./60.
¢5(2,2)=47./60.
€5(2,3)=9./20.
c5(2,4)=-1./20.
€5(3,0)=-1./20.
€5(3,1)=17./60.
5(3,2)=-43./60.
5(3,3)=77./60.
c5(3,4)=1./5.

o4



c5(4,0)=1./5.
c5(4,1)=-21./20.
c5(4,2)=137./60.
c5(4,3)=-163./60.
c5(4,4)=137./60.

end subroutine eno_init

subroutine eno (v) !v_i...cell-averages
use globals
implicit none
double precision,dimension(i:n) :: v,v_bd_minus,v_bd_plus,fluxl,flux2,x_plus_half,x_minus_half,v_center
double precision,dimension(1:n,1:eno_order+1) :: w_bd_plus,w_bd_minus
double precision,dimension(1:eno_order+l) :: weight,beta,alpha

double precision,dimension(0:n) :: roe_speed

double precision,dimension(1:n,1:eno_order) :: div_diff !div_diff(i,m) m-th degree divided difference,
'with x_i as left most point/cell

integer,dimension(1:n) :: is,r !left-most point

double precision :: summe,this_x

integer :: leftmost,stencil_a,stencil_b

!Compute the divided difference table

div_diff=0.
!calcuation of first order divided differences
do k=1,n
div_diff (k,1)=v(k)
enddo

tcalculation of the higher order divided differences
do j=2,eno_order
do k=1,n-j+1
div_diff (k,j)=(div_diff (k+1,j-1)-div_diff (k,j-1))/((j)*delta_x)
enddo
enddo

if (which_eno .eq. 1) then
!determining the stencil 'is(j) is the left most cell in the stencil for cell j
!'r cells to the left, S(i)={I_i-r,...I_i,...I_i+s}
if (eno_order .eq. 1) then
do j=1,n-1
is(j)=j
enddo
else
do j=1,n-1
is(j)=j
do m=2,eno_order
if (is(j) .eq. 1) then
is(j)=1;exit
endif
if (abs(div_diff(is(j)-1,m)) .1t. abs(div_diff(is(j),m))) is(j)=is(j)-1
if (is(j) .eq. n-m+1) then
is(j)=n-eno_order+1i;exit
endif
enddo
enddo
endif
is(n)=n-eno_order+1

do i=1,n
x_plus_half (i)=x(i)+0.5*delta_x
x_minus_half (i)=x(i)-0.5%delta_x
enddo

do i=1,n
r(i)=i-is(i)
enddo

!calculation of the cell boundary value v_bd_minus(i) and v_bd_plus(i) in the i-th cell
do i=1,n
if (eno_order .eq. 1) then
v_bd_minus (i)=c1(r(i),0)*v(i-r(i))
v_bd_plus(i)=c1(r(i)-1,0)*v(i-r(i))
endif
if (eno_order .eq. 2) then
v_bd_minus (i)=c2(r(i),0)*v(i-r(i))+c2(r(i),1)*v(i-r(i)+1)
v_bd_plus (i)=c2(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c2(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)
endif
if (eno_order .eq. 3) then
v_bd_minus (1)=c3(r(i),0)*v(i-r(i))+c3(r (i), 1) *v(i-r(i)+1)+c3(r(i),2)*v(i-r(i)+2)
v_bd_plus(i)=c3(r(1)-1,0)*v(i-r(i))+c3(xr(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)+c3(r(i)-1,2)*v (i-r(i)+2)

this_x=x(i)

v_center(i)=div_diff(is(i),1)+ &
& div_diff(is(i),2)*( (this_x-x_plus_half(is(i)))+(this_x-x_minus_half(is(i))))+ &
& div_diff(is(i),3)*( (this_x-x_plus_half(is(i)))*(this_x-x_plus_half(is(i)+1)) + &
& (this_x-x_minus_half (is(i)))*(this_x-x_plus_half(is(i)+1)) + &
& (this_x-x_minus_half(is(i)))*(this_x-x_plus_half(is(i))) )

endif

if (eno_order .eq. 4) then
v_bd_minus (i)=c4(r(i),0)*v(i-r(i))+c4(r (i), 1) *v(i-r(i)+1)+ca(r(i),2)*v(i-r (i) +2)+c4(r(i),3)*v(i-r(i)+3)
v_bd_plus (i)=c4(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c4(r(i)-1, 1) *v(i-r(i)+1)+c4(r(i)-1,2)*v(i-r (i) +2)+c4(r(i)-1,3)*v(i-r(i)+3)

endif

if (eno_order .eq. 5) then
v_bd_minus(i)=c5(r(i),0)*v(i-r(i))+c5(r (i), 1) *v(i-r(i)+1)+cb(r(i),2)*v(i-r(i)+2)+c5(r(i),3)*v(i-r(i)+3)+c5(r (i) ,4) *v(i-r(i)+4)
v_bd_plus(i)=c5(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c5(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)+c5(r(i)-1,2)*v(i-r(i)+2)+c5(r(i)-1,3)*v(i-r(i)+3)+c5(r(i)-1,4) *v(i-r(i)+4)

endif

enddo

!calcualtion from reconstruction at cell boundaries
!finite difference formulation
£_hat (0)=v_bd_plus(1)
£_hat (n)=v_bd_minus (n)
do i=1,n-1
f_hat (i)=0.5%(v_bd_plus(i+1)+v_bd_minus(i))
enddo

!calculation from reconstruction at cell centers
£_hat (0)=v_center (1)
do i=1,n-1
f_hat (i)=0.5%(v_center(i+1)+v_center(i))
enddo
£_hat(n)=v_center(n)
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endif

if (which_eno .eq. 2) then
do i=1,n

if (i .1t. n/2) then
stencil_a=0
stencil_b=min(i-1,eno_order-1)

elseif (i .ge. n/2) then
stencil_a=max(eno_order-1-n+i,0)
stencil_b=eno_order-1

endif

do j=
r(i

tencil_a,stencil_b
=]

!calculation of the cell boundary values w_bd_plus(i,j+2)
if (eno_order .eq. 1) then
w_bd_minus (i, j+1)=c1(r(i),0)*v(i-r(i))
w_bd_plus(i,j+1)=c1(r(i)-1,0)*v(i-r(i))
endif
if (eno_order .eq. 2) then
w_bd_minus (i, j+1)=c2(r (i) ,0)*v(i-r(i))+c2(r(i),1)*v(i-r(i)+1)
w_bd_plus (i, j+1)=c2(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c2(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)
endif
if (eno_order .eq. 3) then
w_bd_minus(i,j+1)=c3(r(i),0)*v(i-r(i))+c3(r(i), 1) *v(i-r(i)+1)+c3(r(i),2)*v(i-r(i)+2)
w_bd_plus (i, j+1)=c3(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c3(r(i)-1, 1) *v(i-r (i) +1)+c3(r(i)-1,2) *v(i-r(i)+2)
endif
if (eno_order .eq. 4) then
w_bd_minus (i, j+1)=c4(xr(i),0)*v(i-r(i))+cd(r(i),1)*v(i-r(i)+1)+ca(r (i) ,2)*v(i-r(i)+2)+cd(r(i),3)*v(i-r(i)+3)
w_bd_plus(i,j+1)=c4(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+ca(r(i)-1,1)*v(i-r(i)+1)+ca(r(i)-1,2)*v(i-r(i)+2)+cd(r(i)-1,3)*v(i-r(i)+3)
endif
if (eno_order .eq. 5) then
w_bd_minus (i, j+1)=c5(r(i),0)*v(i-r(i))+c5(r(i), 1) *v(i-r(i)+1)+c5(r(i),2)*v(i-r(i)+2)+c5(r(i),3)*v(i-r(i)+3)+c5(r(i),4) *v(i-r(i)+4)
w_bd_plus (i,j+1)=c5(r(i)-1,0)*v(i-r(i))+c5(r (i)-1,1)*v(i-r(i)+1)+c5(r(i)-1,2)*v(i-T(i)+2)+c5(r(i)-1,3) *v (i-r(1)+3)+c5(r(i)-1,4) *v(i-r(i)+4)
endif
enddo
enddo

do i=3,n-2

weight=0.

!calculation of the weights

if (i .1t. n/2) then
stencil_a=0
stencil_b=min(i-1,eno_order-1)

elseif (i .ge. n/2) then
stencil_a=max(eno_order-1-n+i,0)
stencil_b=eno_order-1

endif

!WENO-5 with smoothness indicators
alpha=0.
beta=0.
beta(1)=13./12.% (v(1) 2%V (i+1)+v(i+2) ) #¥2+1. /4. % (3*v (1) -4*v (i+1)+v (i+2)) %2
beta(2)=13./12. % (v(i-1)-2xv(i)+v(i+1))*+2+1. /4. *x(v(i-1)+v(i+1))**2
beta(3)=13./12.*(v(i-2)-2*v(i-1)+v (1)) **2+1. /4. % (v(i-2) -4*v(i-1)+3*v (i) ) **2
weight (1 ./10.
weight (2)=3./5.
weight(3)=1./10.
do j=1,eno_order
alpha(j)=weight(j)/(1.e-6+beta(j))**2
enddo
summe=sum(alpha)
do j=1,eno_order
weight (j)=alpha(j)/summe
enddo
v_bd_minus (i)=0.
do j=1,eno_order
v_bd_minus(i)=v_bd_minus (i) +weight (j)*w_bd_minus (i, j)

enddo

weight (1)=1./10.
weight (2)=3./5.
weight (3)=3./10.

do j=1,eno_order
alpha(j)=weight(j)/(1.e-6+beta(j))**2

enddo

summe=sum (alpha)

do j=1,eno_order
weight (j)=alpha(j)/summe

enddo

v_bd_plus(i)=0.

do j=1,eno_order
v_bd_plus(i)=v_bd_plus(i)+weight (j)*w_bd_plus(i,j)

enddo

!WENO-5 without smoothness indicators

alpha=0.
beta=0.
weight (1)=3./10.
weight (2)=3./5.
weight(3)=1./10.

v_bd_minus (i)=0.
do j=1,eno_order
v_bd_minus (i)=v_bd_minus (i)+weight (j)*w_bd_minus (i, j)

aux=1
enddo
weight (1)=1./10.
weight(2)=3./5.
weight(3)=3./10.

v_bd_plus(i)=0.
do j=1,eno_order

v_bd_plus (i)=v_bd_plus (i)+weight (j)*w_bd_plus(i,j)
enddo

enddo
!finite difference formulation
f_hat (0)=v_bd_plus(1)

£_hat (n)=v_bd_minus (n)
do i=1,n-1
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£_hat(i)=0.5%(v_bd_plus(i+1)+v_bd_minus(i))
enddo

endif

if (which_eno .eq. 3) then !fixed stencil approximation

12.0rdnung
£_hat (0)=v(1)
do i=1,n-1

f_hat (i)=0.5%v(i)+0.5%v(i+1)
enddo
£_hat(n)=v(n)

14. Ordnung

£_hat (0)=v(1)

£_hat (1)=0.5%v(1)+0.5%v(2)

do i=2,n-2
f_hat(i)=-1./12.%xv(i-1)+7./12.%v(i)+7./12.%v(i+1)-1./12.%v(i+2)

enddo

f_hat (n-1)=0.5%v(n-1)+0.5%v(n)

f_hat (n)=v(n)

f_hat (n-1)=0.5%v(n-1)+0.5%v(n)
£_hat (n)=v(n)

' 16.0rdnung
' £_hat(0)=v(1)

! f_hat(1)=0.5xv(1)+0.5%v(2)

U f_hat(2)=-1./12.xv(1)+7./12.%v(2)+7./12.%v(3)-1./12.%v(4)

! do i=3,n-3

! f_hat (i)=1./60.%v(i-2)-2./15.%v(i-1)+37./60.%v(i)+37./60.*v(i+1)-2./15.%v(i+2)+1/60*v(i+3)
! enddo

! f_hat(n-2)=-1./12.%v(n-3)+7./12.%v(n-2)+7./12.%v(n-1)-1./12.%v(n)

'

'

endif

end subroutine eno

subroutine final_put_out ()
use globals
implicit none

open (unit=output,file=’output.plt’,form=’formatted’ ,position=’rewind’,status=’unknown’)
do i=margin+1,n-margin
write(output,*) i-margin,u(i)
enddo
close (output)

open(unit=output,file=’time.txt’,form="formatted’,position=’rewind’,status=’unknown’)
write(output,*) "Der Algorithmus bentigte ", time2-timel, " Sekunden"
close(output)

end subroutine final_put_out

subroutine exact_solution
use globals
implicit none
integer :: output_exact=85,output_fehler=86
double precision, dimension(1i:n) :: exact,fehler
open (unit=output_exact,file=’exact_solution.plt’,form=’formatted’,position="rewind’,status=’unknown’)
open(unit=output_fehler,file=’fehler.plt’,form=’formatted’,position=’rewind’,status=’unknown’)
exact=0.
do i=margin+1,n-margin
exact (i)=exp(-t_max)*cos(x(i))
enddo
do i=margin+l,n-margin
fehler(i)=u(i)-exact(i)
enddo
do i=margin+1,n-margin
write(output_exact,*) i-margin,exact(i)
enddo
do i=margin+1,n-margin
write(output_fehler,*) i-margin,fehler(i)
enddo
close(output_exact)
close(output_fehler)
end subroutine exact_solution

subroutine put_out ()
use globals
implicit none
integer :: output_aux=86
character(len=16) :: filename
character(len=8) :: digit_string

! write(digit_string,FMT=’(F8.2)’) time

write(digit_string,FMT="(F8.4)’) time
filename="u_t" // trim(digit_string) // ".plt"
open (unit=output_aux,file=filename,form="formatted’,position=’rewind’,status=’unknown’)
do i=margin+i,n-margin

write(output_aux,*) i-margin,u(i)
enddo
close (output_aux)
end subroutine put_out
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